Sucesiones recurrentes. Matematica discreta 4° Ingenieria Informatica

1) Encuentra la solucién general para cada una @sslsiguientes progresiones
geomeétricas:

a) &a—15a=0,n>0;b)4a-5a1=0,n>1;
c)3a1—4a=0,n>20,a=5;d)2a-3a1=0,n>1, a= 81,

SOLUCION:

a) Se trata de una progresion geométrica de razomP@r3anto la solucion general
es a=a(1,5)

b) Se trata de una progresion geométrica de razéPbf4anto la solucion general
es a=a(5/4)"*

c) Se trata de una progresion geométrica de razérsatdendo que;a5, tenemos
que la solucién general es =a5(4/3)"*

d) Se trata de una progresion geométrica de razorsattiendo que,a81,

tenemos que 81543/2), de donde & 24 la solucién general es , =
24(3/2) 1= 3.2

2.) Sian, n >0, es una solucion de la relacion de recurren@a1— dan=0 yas =
153/49,as= 1377/2401, ¢,cuanto vale d?

SOLUCION:

Al tratarse de una progresionngéivica de razon d, tenemos que
a= a.d’, es decir qued= (1377/2401).(49/153) = 9
d=413

3.) Hace quince afos se invirtieron las ganancias dn negocio en una cuenta que
pagaba un 8% de interés anual con pagos trimestalgi ahora el saldo de la cuenta
es de 7.218,2¢%, ¢ cual fue la inversion inicial?

SOLUCION:

Método 1: Si aes el capital al cabo del trimestre n, resulta que

an = a1t (0,08/4)a.1, es decir una relaciéon de recurrengia 4,02 @1 = 0 que es una
geométrica de razén 1,02 y cuya solucion general £(1,02)

Si el saldo de la cuenta al cabo de 15 afos (®@s$tres) es 7.218,27 resulta que

as0= 7.218,27, de donde podemos averiguar c, yzacqung#:\zﬁo7 =2200

(102)

La inversion incial esgae 2200

Método 2:
Para deducir la formula que me da el capitalahags lo siguiente. Llamemos @l
capital inicial y Gal que tenemos al cabo del trimestre .
Al cabo del primer trimestre tendremos=Cy+(0,08/4)G = G, (1+(0°08/4))
Al cabo del segundo trimestre tendremes@+(0,08/4) G=Co(1+(0'08/4)Y
Al cabo de los 15 afios (60 trimestres) tendremgs@(1+(0,08/4)§°

Es una progresion geomeétrica de razén 1+(0'08/4)2JAplicando los datos del
ejercicio, tenemos:

7218,27 5.G1,025% de donde €= 2200€
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Sucesiones recurrentes. Matematica discreta 4° Ingenieria Informatica

4. Sea X, X2, ..., o una lista de numeros reales distintos que debenematrse
mediante el método de la burbuja. (a) ¢Después déntas comparaciones estaran
ordenados en forma ascendente los diez nameros pégueiios de la lista? (b)
¢, Cuantas comparaciones mas se necesitan para teanla ordenacion?

SOLUCION:

Necesito 19 comparaciones para que el menor @s tuede en la primera posicion.

18 para el segundo y asi sucesivamente hasta.el 10°

El nimero de comparaciones hasta quedar ordenasldgelz nUmeros mas pequefios de
la lista seria:  19+18+17+16+15+14+13+12+11+10I5

b) Faltan para completar la ordenacion 9+8+7+6+3+2+1= 45

5.) Resuelve las siguientes relaciones de recurranc
a)a=5a1+6a=0, n>2, =1, a=3,

b) 2 ax—11laa+5a=0,n>0, =2, a=-8;
c)3an=2at+a-1=0, n>21, a=7,a=3;

d) a2+ a=0,n>0,2=0,a=3;
e)axt4a=0,n>0, a=
flan—6 a1+ 9 a2=0, n> 2,
g) @at+t2a1t+t2a2=0,n>2,

SOLUCION:
a) an-S5a1-6azn=>2, @a=1,a=3
Busco una p.g..a& c.I" que verifique la relacién de recurrencia, es decir

c’r— 5.cf* - 6.c% = 0; sacando factor com(n & tobtenemos
c.I"¥(r?-5r-6) = 0.
La ecuacién caracteristica’ésr16 = 0, cuyas soluciones son 6 y -1

Entonces &c.6' y & = c.(-1) son soluciones buscadas, como son linealmente
independientes, la solucion general s &.6" + . (-1)'. Para hallar ¢y ¢, hacemos
uso de queox 1, a= 3.

Sh<l, tenemosque l 3¢ ¢

Si=8, tenemos que 3 = 6€2¢C
Resolviendo el sistema,<4/7y ¢ = 3/7.
La solucién general es

an = (4/7)6+(3/7)(-1)' con =0

b) 2awx—1lau+5a=0,n>0,2=2,a=-38

Busco una p.g..& c.I" que verifique la relacién de recurrencia, es
decir:

2¢%2 — 11.cF"™* + 5.¢f = 0; sacando factor comin & abtenemos
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Sucesiones recurrentes. Matematica discreta 4° Ingenieria Informatica

c.r(2r-11r+5) = 0.
La ecuacién caracteristica és12r+5 = 0, cuyas soluciones son 5y (1/2)

Entonces &c.5' y & = c.(1/2) son soluciones buscadas, como son linealmente
independientes, la solucion general s &.5" + . (1/2)'. Para hallar cy ¢, hacemos
uso de queox 2, a=-8.

Comg=2, tenemos que 2 3 & &

Si=8, tenemos que -8 = He(1/2)e
Resolviendo el sistema,€-2y ¢ = 4.
La solucién general es

an = -2.8'+4(1/2) con rr0
c) 3an=2a+a1=0,n>1, @a=7,a=3
3 a+1- 2 &- a-1= 0. Sucesion recurrente lineal homogénea de @den

Procediendo de forma analoga a los casos anteriaresuacion caracteristica es
3F-2r-1=0
cuyas soluciones son 1y -1/3
Entonces @&c. Yy a= c.(-1/3) son soluciones buscadas, como son linealmente
independientes, la solucion general gs g + ¢. (-1/3)". Para hallar cy ¢, hacemos
uso de queox 7, a= 3.
Comg=x, tenemos que 7 3 & &
Si=8, tenemos que 3 3 ¢(-1/3)¢
Resolviendo el sistema,€4y ¢ = 3.
La solucién general es

an = 4+3(-1/3) con 0
d) a2+t a=0,n>0,a2=0,a=3

an2t+ &= 0. Es lineal y homogénea de grado 2 ya que poslemusiderarla asi:
a2+ a+ 0.a1= 0. Entonces la ecuacién caracteristic€£510, cuyas
soluciones son i, -i.

, n, . 7 , n, .. —n
| =cos—-+isen— ; —i =cos—— +isen
2 2 2 2

La solucién general seid, =c¢,i" +c,.(-i)". Por el Teorema de Moivre

)

Teniendo en cuenta que cos(-a)=cos(a) y que sergem(a), tenemos

-n7zn . — N7
+1.sen

a

n

nn . nn
=c, (cosT + |.sen7) +C,(cos

nm . N7t nm . N7
a, =¢,(cos— +i.sen—) +c,(cos— —i.sen—)
no 2 27 77 2 2
Sillamamos k=g +¢ y k=(c - 0).
nn n7n
a, = kl.cos7 + kz.sen7

Como @=0, tenemos que 0 5 k
Come=8, tenemos que 3 3k
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Sucesiones recurrentes. Matematica discreta 4° Ingenieria Informéatica

La solucién general es
a, = 3sen(m/2) con rr0

e) anx+td4a=0,n>0,a=a=1

a2+ 4 a= 0. Ecuacion caracteristica és+r4 = 0, con soluciones complejas * 2i

2 = 2(cos£ + isenﬁ) -2 = 2(cosj + iseni)
2 2 2 2
La solucién general serd, =c,.(2i)" +c,.(-2i)". Por el Teorema de Moivre
n nn . nn -nn . -nn
a,=2 [01(0057 + |.sen7) +cC, (cosT + |.senT)]
Teniendo en cuenta que cos(-a)=cos(a) y que sprgem(a), tenemos
n nn . nn nn . nn
a, =2 [cl(cos7 + |.sen7) +C, (cos7 —|.sen7)]
Sillamamosk=c+c y k=(c— ).
a, =2" (kl.cosr%n + kz.senr%n)

Como @=1, tenemos que 1 5k
Come=d, tenemos que 1 = 2,k ky = 1/2

La solucién general es
a, = 2" (cos(m/2)+(1/2)sen(m/2)) con =0

) aa—6a1+9a2=0,n>2, @a=5,a=12
La ecuacién caracteristica és-rér + 9 = 0, cuyas solucién es 3 (solucién doble)
En este caso se toma como solucion gengrakcg3)" + ¢.n (3)'
5=¢ y 12=5.3+ 3¢, dedondeL=-1

La solucién general es
a, = (5 —n)3 con r#0

g at2a1+2a2=0,n>2, 2=1,a=3

Ecuacion caracteristica + 2r + 2 = 0; soluciones complejas -1-i, -1+i

-1+i= x/i(cos%nﬂsen%) ;—1-i= \/5(005_43172 +isen_jn)

La solucion general serd, =c,.(-1+i)" +¢,.(-1-i)". Por el Teorema de Moivre
a, = (+/2)"[c, (cos nin + i_senn?’T”) +c,(cos— n3n i sen_ n37 1

Teniendo en cuenta que cos(-a)=cos(a) y que sergem(a), tenemos
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Sucesiones recurrentes. Matematica discreta 4° Ingenieria Informéatica

a, = (x/i)”[c1 (cosrﬁ’T]2 + i.senn?’Tn) +c, (cosrﬁ’T]2 - i.seanTn)]
Sillamamos k=g +¢ y k=(c - 0).
a, = (\/E)n[kl.COSnng + kz.seanTn]

Como a=1, tenemos que 1 5k

V2. 2

2
p gl

Come=8, tenemos que 3 &/2) (

La solucién general es

a, = (x/i)”(cosrBTn+ 4.sennng) con 0

6.)Sia=0,a=1, a= 4y a= 37 satisfacen la relacion de recurrencéa+>+ b an+1+
can=0, donde r2 0y b, ¢ son constantes, encuenta

SOLUCION:

Segun la recurrencia tenemos qué ®. a + c.a = 0; esdecir4 + b =0; b=-4
Segun la recurrencia tenemos que ®. @ + c.a =0; esdecir37-4.4+c=0;c=-21

La ecuacién caracteristica de la recurrencid esir — 21 = 0, cuyas soluciones son
7y -3. Por lo que la solucion general es

a, =c,(7)"+c,(-3)"
Comoa=0; O0=¢tc
Comoa=1, 1=c7-3c,,dedonde resultaque=x-1/10 y¢=1/10

La solucién general est, :1—10 7" - (-3)")

7.) Encuentra y resuelve una relacién de recurreagbara el nimero de formas de
estacionar motos y coches en una fila de n espasiocsada moto ocupa un espacio y
cada coche ocupa dos. Las motos se consideran ic#st los coches también y se
quiere utilizar todos los espacios.

SOLUCION:
Sea g el nimero de estacionar motos y coches en n espagilas condiciones dadas.

Seaa,'el numero de los anteriores cuyo Ultimo espacié estipado por una moto.
Seaa, el nimero de los anteriores cuyo Ultimo espacié estipado por un coche. Es
obvio que en el espacio anterior lo ocupa el mispuhe, puesto que un coche ocupa
dos espacios por tan&f = a,_,, ya que da igual que dos espacios atras lo oaupe u
coche o0 una moto y por tanto tengo todas las pmsides que som,_,

Por otra parte si supongo que el ultimo espaciosla es una moto, el anterior puede
ser una moto o un coche, por lo que tengo todgsosibilidades en n-1 espacios, es

decir a.1, esto quiere decir que a''=a, ,
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Sucesiones recurrentes. Matematica discreta 4° Ingenieria Informéatica

Comoa, =a; +a, tenemos que, =a . _, +a,, para 2. a=1 (En un espacio solo

puede estacionar una moto: 1 casgg2dEn dos espacios pueden estacionar dos motos
0 un coche: 2 casos). Es una sucesion de Fibonacci.

Vamos a resolverla:

Sabemos que la sucesién de Fibonacci pabees

1](1445) _(1-45
J5 2 2

vale, la sucesion es:

1 1+\/§ n+l 1_\/5 n+l
a, =—= - = I:n+1
NI 2

n
j .como en este caso partimos gela ya que @no nos

8.)Para n>0, sea ael numero de formas en que una sucesion de uno®yed suma
n. Por ejemplo, &= 3, pues (1) 1, 1, 1; (2) 1, 2; (3) 2, 1 sumarEBcuentra y resuelve
una relacion de recurrencia parana

SOLUCION:

Sea gel numero de formas en que una sucesion de unasegduma n.
Seaa’ el nimero de los anteriores cuya Gltima cifra sea.(Resulta evidente que

a,=an1

Seaa’ el nimero de los anteriores cuya Gltima cifra sed.\Resulta evidente que

a’=a.

Portanto  @=a.1+ a2 param®2 con a1y a=0. Cuya solucion general es
+1

1 {1+\/§J” _(1—\/5

a =
n \/g 2 2

n+l
J =F,, conrpl

9.) Encuentra y resuelve una relacion de recurreagdara el numero de formas de
apilar n fichas de pdéker de color rojo, blanco, der y azul, de modo que no haya
fichas azules consecutivas.

SOLUCION:

ao =1 (la disposicion vacia sin fichas)

ai= 4 (Para una ficha hay 4 casos: la verde,jéa l@blanca o la azul)

&= RV42—1=15 (el que resta es el caso (Azul, azul))

Sea en genera) & el n° de formas en apilar las n fichas sin qagaldos azules
consecutivas.

Llamemosa,,,a,, aﬁ ,a° al nimero de casos de los anteriores cuya Ulitha &s
roja, verde, blanca y azul respectivamente.

Se verifica quea, =a’' +a’ +a’ +a?
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Sucesiones recurrentes. Matematica discreta 4° Ingenieria Informatica

Ahora bien;a’ =a’ =a’ =a,_, pues se trata de afiadir una ficha de color rejerde o
blanco al nimero de formas de apilar n-1 fichas. (*
El problema surge coa; pues se trata de afiadir una ficha azul al nuneforchas de

apilar n-1 fichaguya ultima ficha no sea azWsto es que su ultima ficha sea roja,
verde o blanca.

Por tantoa® =a/_, +a’_, +a°_,, pero razonando como antas, =a', =a’, =a_,
Por tantoa; =3a,_,
La recurrencia buscada es entonces:=3a,, +3a,., conmr2 ya=4ya=15

Vamos a resolverla: La ecuacion caracterissaa2r-3 = 0, cuyas soluciones son

reales y distintas:
3+421 3-421
2 2

La solucion general de nuestra sucesion,es c{

3+\/2—1n+C 3-421)
2 2 2
Comoag-=-1 1=¢+c

Comoa=4

) {2

2
5++/21 . _ -5++21

resolviendo el sistema de ecuaciones resultam% 5

por lo que la solucién buscada es

[P35 B 58

2 2 2

10.) Un alfabeto S consta de los cuatro caracteresnéricos 1, 2, 3, 4 y los siete
caracteres alfabéticos a, b, ¢, d, e, f, g. Encuany resuelve una relacién de
recurrencia para el numero de palabras de longitnden S, tales que no aparezcan
caracteres alfabéticos consecutivos.

SOLUCION:

Si los @ buscados acaban en nimero, la cantidad de ells ga que el anterior puede
ser letra 0 nimero y por tanto son todos los cdsas1 caracteres. Como tenemos 4
nameros, la cantidad total de los que acaban erruies 4.q;.
Si los @ buscados acaban en letra, los anteriores necesatia han de acabar en
namero. Asi pues, los gue acaban en una letra de las dadas son todcados cuyo
caracter anterior es numero, que razonando corsbpimer parrafo son 4,a, pero
como tenemos 7 letras, el total de los acabadtetranes 28 a.
La relacion de recurrencia buscada es

nd 4.81+28. &
Su ecuacion caracteristica és-#r — 28 = 0, cuyas soluciones son los nimemiese

2+4yJ2, 2-442. Por tanto la solucién general es

= c1(2+ 4\/§)n +C, (2— 4\/§)n
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Sucesiones recurrentes. Matematica discreta 4° Ingenieria Informatica

Considerandoge= 1 (caracter vacio) y=all

=g+
11= Cl(2 + 4\/5) *C, (2 - 4\/5)
resolviendo el sistema se obtiene %Tg@ Y G= 8‘19:;/5

La solucién general es:

a, = [8+ 9\5}(2 + 4\5)” + [8_9\5](2 - 4\/§)n
16 16

11.) Resuelve las relaciones de recurrencia realida una transformacion
apropiada

a) (a,.,)* -5la,.) +4(a,)? =0, n20, a,=4, a =13
b)\/a_n—\/a—Z\/a:O;nzz, a,=a =1

c)na, +na_—a,_, =2"; nz2la,=10
d)(a,)’-2a,,=0, n=1a,=8

(@.)°

e)a, = n=0,a,=La =2

SOLUCION:
a) Hacemos(a, )’ =b,. La recurrencia es equivalente a:

b,., —5b,,, +4b, =0; n=0,b, =16, b, =169, que es lineal homogeénea
de orden 2.
Su ecuacion caracteristica és-15r + 4 = 0 que tiene por soluciones 4y 1.
La solucién general es

b, =c,(4)" +c,. De las condiciones iniciales se obtiene el siatem
16=g+c¢ y 169 =4¢+c, obteniéndose qugx5lye= -35

b, =51.(4)" — 35, portanto a, =4/51.(4)" -35

b) Hacemos,/a, =b,, obteniéndose la siguiente relacion de recurrdim@al y
homogenea de orden 2:

b,-b._,-2b_,=0 n22b,=b= 1
La ecuacién caracteristica és-r — 2 = 0, cuyas soluciones son 2 y -1
La solucién general para bs:
b, =c, (2" +c,(-1)". De las condiciones iniciales se sigue el sistsiguaiente:

l=qg+c, y 1=2¢— G, resolviendola se obtiengx2/3y ¢ = 1/3
por lo que
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b, :%(2)” +%(—1)n = %[2“+1 + (—1)“]. La solucion final enpes

a,=(0)* =52 + ()"

c) Simplificamos ana, +(n-Ya,_, =2"; n=1a,= 10

Hacemos el siguiente cambign.g y obtenemos la ecuacion no homogénea
b,+b,,=2";n=1 b,=010=0

Para resolver esta recurrencia se considera lagimea asociada que es

b,+b,_, =0;n=1 con solucién c(-I)y buscamos otra solucién del tipo A{2n la

general, de tal modo qu&2" + A2"* = 2" . Dividiendo por 2%, resulta:
2A + A = 2, de donde A=2/3.

La solucion general €s, =§2” +c(-1", puesto quedx0, tenemos que
0 =c + (2/3), de donde c=-2/3.
quedando entonces;, =§[2” - (—1)”] como @ = hy/n

resulta quea, = 3—2n[2” = (—1)“] para &1y con g=10

d (a)’-2a,,=0 n=la,=8
Hago el cambio siguiente, b log(a,) Asi =3

(a,)’ = 2a, ,, tomando log nos queda3log,(a,) = log, 2+log,(a, , ,)quedando
entonces3p, —b,, = 1 con k=3

. la solucion general para el caso homogéneg1¢3)'
y busco otra solucion del tipo AlLyjue al sustituir en la recurrencia da 3A-A $dr,
lo que A=1/2.

La solucion general s, = c(%j +%, como3=c+%,c=5/2

b, = %H%] +5] deshaciendo el cambio inicia} = 2"

67

9 : 2
por tanto la solucién pedida &g = 2

V an—1
(@-)°
Como @y & son potencias de 2. Tompdblog(a,), de este modoyb0 y =1

e)a, =

n=0a,=1a =2
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Tomando log en la recurrencia tenemos que:

log,(a,) = %Iogz(an_l) -2log,(a,-,), que al hacer el cambio nos queda la siguiente

recurrencia lineal y homogenea de ordebnz—%bn_1 +2b,_,=0conk=0yDhb=1

cuya ecuacion caracteristica €s-1/2)r + 2 = 0, que para resolver mas comodénen
transformo en Z¢r+4=0 cuyas soluciones son

1+i4/31  1-i/31
4 ’ 4
mas sencillo.

2 2
En ambos casos el médulo de ambas solucion%é% +(€1j = \/E

, que vamos a pasar a la expresion polar pargarat&un modo

el argumento de la primera solucionés arctg(\/B_l): 1,3931 radianes
el argumento de la segunda soluciérﬂ%arctg(— \/3_1) =-13931radianes

Nota teorica:
Recordemos que si un niumero complejo es de la farmiai. En forma polar se

expresa mediante su modulo wgz +b, Yy suargumentd = arctg(Ej
a

Siendo su expresién trigonométrica r(@osend)

Asi pues nuestras soluciones las podemos esaoifio:c
\/E(cosH+ isend) ; x/E(cosH—isenH) ya que cos ) = coso y sen (8) = - serd

Por tanto la solucién general de nuestra sucesiéarh:
b, = cl[\/i(cose + isené?)]n +C, [x/i(cosé? - isené?)]n por la formula de Moivre tenemos:

b, = cl(\/i)n (cosn@ +isenrd) +c, (\/E)n (cosnd —isenrd) que podemos simplificar en

K, (\/E)n cosné +Kk, (\/E)n (senrd) siendo k= ¢, + & Y ke = i(Cr-Cy)

Teniendo en cuenta que0 y b=1, obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones:

1
0=k y 1=k,(V2)serd), de donde k= ———
Y 2( )( ) J2.serd
n-1
La solucién parabes b, = V2] semd
serd

Y la solucion paraapedida es.

(\/E)n_lsenne
— 9
a, = 2 5 siendod = arctg(\/B_l): 1,3931 radianes
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12. Demuestra que dos numeros de Fibonacci conggogtson primos relativos.

SOLUCION:

Lo hago por reduccion al absurdo suponiendo que &g @ numeros de Fibonacci
existen dos consecutivos que no son primos regtevpartir des (Puesto que la
sucesion espa 0,a=1, @= 1, a= 2... y por tanto& 1, = 1 no son primos relativos)
es decir que

[(kON/a, ya,_, noson primos entre si, copk

Como a>a.1, [(PpUON,p>1/a, = pa_,

Como se verifica que,aan.1 + a2, En particular para kx aac1 + a2,

P.&1= a1+ &2 a&1(p-1) = &2 Sabemos que p>1, por lo que pueden ocurrir dos
casos:

Si p =1, resulta que.a= 0, y para k>3 no existe ningin niumero de Fibongue sea

0.

Si p>1, entoncescaes> &1, lo cual es falso para todo numero de Fibonacgugaes
una sucesion estrictamente creciente. Falsedackgqukta de suponer que existen dos
consecutivos que no son primos.

13.) Resuelve las siguientes relaciones de recucian

a)a,,—a,=2n+3 n=20 a, =1

b) a,,,—a,=3n>-n n>=0 a,=3 (Propuesto en el examen de Febrero 2009)
ca,—a, =5 n20 a,=1

d)a,+na,_,=n nz21 a, =1

e)a,, —2a,=2" n20 a,=1

SOLUCION:

aa,—-a =2n+3 n=20 a,=1
ay=a+3
=a+5=(@+3)+5=a+(3+5)
=at+t7=.. =o&( 3 +5+7)

n-1
En generalp, =a, + z (2 +3) El segundo sumando es la suma de los n primeros

L ., . . (B+2(n=1) +3)n
términos de una progresion aritmética cuya soluem.(: ( > ) +3) =n®+2n

Nota teorica:

Recordemos que en una progresion aritmétigaa ...., &1 la suma de esos n
primeros términos (pues empezamos@mia la misma es ¢aan.1).n/2

(primer término + Gltimo término). n° de términos/2

Por tanto la sucesion buscada es & + 2n + 1 = (n+8 con 0

b)a, -a =3n"-n n=0 a,=3

a=a+3.0-0
& =a + 3.%-1= (g + 3.0-0) + + 3.%-1 = @ +3(0F+1°)-(0+1)
a=a+3.22= ... = B3(0*+1°+2%)-(0+1+2)
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Esto es:

a, =a0+3’,zn:i2 —Zn:i
i=1

i=1
Para hallar ambos sumatorios utilizamos la funsiématoria vista en el temario.
Hay que hallar en primer lugar la funcién generaasociada a’t+2°x*+3%+..
Procedemos como siempre a partir de la funcion=f(kx+xX+x+... = 1/(1-x)
Derivamos y obtenemos 1+2x+3x%x+... = 1/(1-x¥
Multiplico por x y tengo x+2%3xC+4x*+... = x/(1-x}
vuelvo a derivar: 1+#&+35+4%3+... = (1+x)/(1-x}
Multiplico por x para llegar a la funcién buscada,decir x+2°x%+33+...=
X(1+x)/(1-x).

Sabemos pues quEi2 es el coeficiente de€'xle la funcién x(1+x)/(1-X)
i=1

que es:
-4 N -4\ (n+1 N n+2 _(n+1)n(n—1)+(n+2)(n+1)n_(n+1)n(2n+1)
n-2 n-1) (n-2 n-1) 6 6 - 6

Hacemos lo mismo para el otro sumatorio:

Hay que hallar en primer lugar la funcién generaasociada a 1x+3%3x+..
Procedemos como siempre a partir de la funcion=f(kx+3X+x+... = 1/(1-x)
Derivamos y obtenemos 1+2x+3x%x+... = 1/(1-x¥

Multiplico por x y tengo x+2%3xC+4x*+... = x/(1-x¥

que ya es la funcion buscada.

Sabemos pues quEi es el coeficiente dé'xe la funcion x/(1-X)que es:
i=1

-3 ) _(n+1)_ (n+1n
n-1) (n-1) 2

Por tanto la sucesion buscadages 3+ 3. (n+DHn@n+1) (n+n

=3+n(n-1)>2
5 > (n-1)

Método 2(por funciones generatrices)
He de encontrar la funcién generatriz de la sucesigo coeficiente de™es el término
general abuscado., es decir
f(x)=ao+ax+ax>+... Sila multiplico por -x, obtengo
-XF(X) = -ap.X-a XX +...
Sumando ambas expresiones resulta:
(1Xf(x) =3 + (a-a)x + (a-a)x?+... = 3 + (3.1 1)x°+(3.2-2)x+(3.3-3)x*+ ... =
3+30E+25C+3MH45C+..) — (f+2xC+3x*+...) = 3+3X(1+2Xx+3%%+...)-
X2(1+2x+3%+...) =
2 2 2 3 2

3+3X (1+;() - X >, por tanto f(x) = 3 + (3x +3f ) __X

L-x) L-x) 1-x @L-x) @L-x)
coeficiente de grado n es

PR R e E AR RS

José Manuel Ramos Gonzal&2

=, CUyo



Sucesiones recurrentes. Matematica discreta 4° Ingenieria Informatica

c)a,—2a,=5 n20 a, =1
Método 1(clasico)

La solucién de la homogénea es ¢¢2por otra parte busco una solucién del tipo A(1)
verificando la recurrencia, es decir:

A-2A =5, por lo que A=-5. Entonces la solucion ge es g=-5+c(2)

Como a=1, tenemos 1=-5+c, de donde c=6. La solucion®s6.2

Método 2(por funciones generatrices)

He de encontrar la funcion generatriz de la suoesigo coeficiente dehes el término
general abuscado., es decir

f(x)=agtax+ax*+... Sila multiplico por -2x, obtengo

-2xf(X) = -2 ax — 2 ax® +...

Sumando ambas igualdades resulta:

(1-2X)f(X) = @+5X+5X+5C+.... = 1+5(X+X+...) = 1+5(1i - j = 1X+1, por tanto
- X - X
4x+1 . - N
f(X) =—————— que resolvemos por el método de los coeficiem@sterminados
1-2x)(1-x)
ax+1 A L B A@x+B(1-2%) = 4x+1

1-2¥)(1-%) 1-2x 1-x
Para x=1, tenemos —B = 5; B=-5;
Para x=1/2, tenemos (1/2)A =3; A =6
Finalmente f (x) = 6 _ 5 , cuyo coeficiente de™es 6.2-5
1-2x 1-X
yaque f(x) = 6L+ 2x+2°X* +...+2"X" +..) - 5L+ X+ X* +...+ X" +...)

da,+na_=n n=21 a, =1

Escribamosla asi a, =nl-na,, n=1 a, =1

0O si n impar
n si n par

e)a, —2a,=2" n20 a,=1

La solucién de la homogénea es &(2pmo la posible solucién de la no homogénea
seria A(2) resultan ambas linealmente dependientes por Ibayeue buscar otra
solucién del tipo An.2 que sustituida en la relacién de recurrenciayeeda siguiente
igualdad:

A(n+1).2" - 2.An.2 = 2" dividiendo por 2tengo A(n+1).2 — 2An =1

es decir 2A = 1; de donde A=1/2.

La solucién general sera:, ac(2)'+(1/2)n.2"; como g=1 resulta que c=1

La solucion final es:

a =2" (1+2) = 2"(n+2)
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14.) El primero de Noviembre se depositaron 1@n una cuenta que paga intereses
mensualmente a razon de un 6% anual. Al principie d@ada mes, se realizara un
ingreso por valor de 206. Si se continla realizando esto durante los prériscuatro
afos, ¢cuanto dinero habra en la cuenta tras esoatm afnos?

SOLUCION:

Sea gel dinero que habra en la cuenta a primeros delenésimo.
, 006 . o
Es obvio quea, = a,_; +Ea“'1 +200 . Tenemos la relacion de recurrencia siguiente:

a, —100%,_, =200 para ®l y a=1000

Resolvemos dicha relacion de recurrencia:

Una solucion para la homogénea es c¢(1,005)y buscamos una solucion de la
recurrencia del tipo A(1) de modo que:

A-1,005A = 200, de donde A =- 40000

Entonces la solucion general de nuestra relaciGgeaderencia es:

a, =c(1,005" —40000. Teniendo en cuenta qug-4000, tenemos que
1000=c-40000, de donde c = 41000

La solucidn final es:

a, =410001005" - 40000.

Por tanto al cabo de 4 afios (es decir 48 mesedetens s — 200 ya que en ese mes
no contamos los 200 depositados, pues el depasitizh.

aug— 200 = 41000. (1,005)— 40000 — 200 = 11.890,85

15.) Resuelve la relacidon de recurrencia
a.,—6a, +9%, =32")+7@") n=04a,=1a =4

SOLUCION:

En primer lugar buscamos la solucion particulaaparcorrespondiente homogénea, es
decir paraa,,, —6a,,, +9a, = 0 cuya ecuacion caracteristica es

r’-6r+9=0 que tiene por raiz doble 3. Por tanto lacién es

C1(3n)+C2.n(3q).

Buscamos a continuacion una solucion pafg —6a,,, +9a, = 3(2" )

Lo intentamos con la forma AR de modo que

A(2™A-6A(2")+9(2)=3(2"; dividiendo por 2, resulta que 4A — 12 A+ 9 A = 3; de
donde A = 3.

Buscamos por ultimo una solucion paa, —6a,,, +9, = 73" )

Como ¢(3"+c,.n(3") era ya solucién particular para la homogéneanas que
intentarlo con BA3"), de modo que
B(n+2Y(3"9-6B(n+1f(3"+9Br?(3")=7(3"); dividiendo por 3, resulta:
9B(n+2)f-18B(n+1f+9Br’=7; obteniendo que B=7/18

Por tanto la solucién general es de la forma:

a,=c,.3"+c,n3" +1—78n2.3n +32"; como g =1, y a=4, tenemos:

José Manuel Ramos Gonzalé4



Sucesiones recurrentes. Matematica discreta 4° Ingenieria Informéatica

1= ¢+3; de donde&-2
4= -2.3+ .3 + (7/18).3+3.2; £17/18

a, =-23" +E n3" +ln2 3"+32" = 1 (7n* +17n-36).3"% + 32"
18 18 2

16.) Resuelve las siguientes relaciones de recucian utilizando funciones
generatrices:

aa,-a, =3 ,n>0 ya-1l
b) a,,-a,=n" ,n>0 ya=1.
c)a,-3a,,=5"n1ya=1
d) a,,—3a,, +2a, =0,n>0 ya=1, a=6
e)a,,—2a, +a, =2",n>0 ya=1, a=2

SOLUCION:

a) Sea f(x) la funcidn generatriz de la sucesifschda @ es decir:
f(X) =@+ ax+ ax? + ax° + ...

entonces -X.f(X)= oa- ax®- - ax’+ ...

Sumando ambas expresiones, resulta:

1-x)fx) =1+ & +3%°+Fx3+ ...
Multiplico por 3 y obtengo 3(1-x)f(x) = 3 +!8+ 3% + &3 + ... = +2
(Recordemos que 1/(1-3x) =1 &3 3*+ 33+ ...)

1

———+2

Por tanto f(x) =1=3X = 172x  _ A, B edonde
31-x) (@A-x)(21-3x) 1-x 1-3x
A(1-3x) + B (1-x) = 1-2x
Para x=1, -1=-2A; A=1/2
. . 1/2  1/2
Para x=1/3 B=1/2 . Asi pues tenemos que eldesate de gradorkde1—+ 1-3
-x 1-3x

es (1/2) +(1/2)8

La solucion pedida es entonces; = % @$+3"

b) Sea f(x) la funcion generatriz de la sucesigschda g es decir:
f(X) =@+ ax+ ax? + ax + ...
entonces -X.f(x)=  oa- ax®- - ax’+ ...
Sumando ambas expresiones, resulta:
1-X)fX)=1+Bx+2Px*+ 23+ Fx*+ ...

Para obtener la funcion generatriz del miembraad#elrecha hago lo siguiente:
Sea h(x) = 1+x+%... = 1/(1-x)

h'(x) = 1+2x+3% + 4+ ... = 1/(1-x}
X.'(X) = x+25+3x + ¢+ .. = x/(1-x}
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(x.h'(x))'= 1+2%+3%+453+..... = (1+x)/(1-}
X2, (X.N'(X))'= X+ 25C+3XH+45C+..... = ¥(1+xX)/(1-x)’

La funcién generatrizde 1 #@ + 2 x* + 2 + Fx* + ... = X(1+x)/(1-x) +1
Por tanto
X% (L+ X)
1-x)° * 4x* -3x+1
f(x) = ( = . cuyo coeficiente de grado n es:
1-x 1L-x)

=40 _ A (T L) _n+2) (n+3 _(n+1(2n* -5n+6)
“\n-2 n-1 n) \n-2 n-1 n ) 6
. _ (n+D(2n* -5n+6)
" 6

para a0

c)a,-3a,_,=5"n1ya=1

Sea f(x) la funcidén generatriz de la sucesion bilseg es decir:
f(X) =@+ ax+ ax? + ax° + ...

entonces -3x.f(x)= -ga- 3ax®- 3ax° - 3ax* + ...

Sumando ambas expresiones, resulta:

(1-3x) f(X) = 1+8x + 5 x* + B3+ 5 x* + ...
Multiplicando por 5, resulta 5(1-3x)f(x) =5 + & + 5 x* + 5’ x>+ 5' x* + ... , cuya
funcidn generatriz asociada es (1/(1-5x)) +4
Por tanto tenemos que

1
F(x) = 1ot 1ax AL B
51-3x) (@-5x)(1-3x) 1-5x 1-3x
1-4x = A(1-3x) +B(1-5x)
Para x=1/3, tenemos -1/3 = B.(-2/3); B =1/2
Para x=1/5, tenemos 1/5 = A(2/5); A=1/2

La funcidén generatriz esf (x) = i1 + 1 cuyo coeficiente de™es
2\1-5x 1-3x

%(5” +3“) para 1l

d) a,,—3a,, +2a, =0,n>0 ya=1, a=6

Sea f(x) la funcién generatriz de la sucesion bhilseg es decir:
f(X) =@+ ax + ax® + & + ...

entonces -3x.f(x)= -ga- 3ax?- 3ax°- 3ax* + ...

y... 2%f(x)= 2 +2axC+ ...

Sumando las tres expresiones, resulta:
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(1-3x+2X0)f(X) = & +(a-3 a)x = 1+3x

f(x) = (1+3x)/(1-3x+2X). De donde:
1+3x _ 1+3x _ A N B .
1-3x+2x?  (x-D(2x-1) x-1 2x-1

1+3x = A(2x-1)+B(x-1)

Parax=1; 4 =A; Parax=1/2; 5/2 = (-1/2)B;-B=

f(x):__4

cuyo coeficiente de gradd xes:
1-x 1-2x

a,=—-4+52"
e)a,,—2a, +a, =2",n>0 ya=1, a=2
Sea f(x) la funcidén generatriz de la sucesion bhilseg es decir:
f(X) =@+ ax+ ax? + ax + ...
entonces -2x.f(x)= -ga- 2ax®- 2ax° - 2ax* + ...
y... %f(x)= X+ ax+ ..
Sumando las tres expresiones, resulta:

(1-2xHA)f(X) = a +(@-2 a)x +2%° + 253 + x* +... = 1+ + 23 + 2 +... (1)

Sabemos que 1/(1-2x) = 152+ 2x% + 2x° + 2* +... de modo que si lo multiplico

por ¥, obtengo %(1-2x) = ¥+ 253 + 2% + 2% + 2% +...

que difiere de la expresiéon (1) en 1.

Por tanto tenemos que

(1-2x+A)f(X) = (x?(1-2x))+1, de donde
2

X +1

_ 1-2x x*-2x+1 _  (x-D* 1
F(x) = 2 = 2 = 2 =
1-2x+x°  (@-2x)(x-2) @L-2x)(x-DH° 1-2x

por tanto el coeficiente dé»es a=2" con 0

17.) Resuelve los siguientes sistemas de relacidleae®currencia:
) {anﬂ =-2a, —4b,

con re0, a=1; by=0
b, =4a +6h, &=L by

a.,=2a, —-b +2
b) { e no con 20, &=0; by=1

b, =-a,+2b, -1

n+l

SOLUCION:

a) Sea f(x) la funcion generatriz de la sucesigrea decirz a,x"
n=0

Sea g(x) la funcién generatriz de la suaebjpes decirz b, x"
n=0
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Multipliguemos ambas recurrencias p8i'xobteniendo:
a,., X" =-2a x" —4p x"™*

n+l _ n+l n+l
b, X" =4a,x"" +6b,x
Tomando sumatorios desde 0 hast@nemos:

Y a X" =-2x>" a,x"-4x>] bx"
n(0) n=0 n=0

D b X" =4x>" ax" +6x>. b x"
n(0) n=0 n=0

que expresadas en términos de f(x) y g(x) seria:
f(X) —1=-2xf (X) — 4xg(X)
g(x) = 4xf (x) + 6xg(x)
funciones f(x) y g(x), obtenemos:
=127 —-4x+1 4x

M) = a2z 9 = o2

resolviendo este sistema cuyas incognitas sdasn

Resulta obvio que el coeficiente dede g(x) es 4.(coeficiente d&%en (1-2xY)
es decir:

-2 n
2"t = 2™ =n2™ . Por tanto ya tenemos qbg=n.2""*
n-1 n-1

Para resolveracalculamos el coeficiente dé &n f(x). para lo que hay que recurrir al
método de los coeficientes indeterminados:

-12¢-4x+1_ A B
L+2x)(1-2x)* 1+2x 1-2x (1-2x)?
A=0, B=3y C=-2

. Resolviendo esta igualdad resulta

Asi pues el coeficiente dé gn la expresion es:

-2
32" - 2.[ ) jz” = 32" -2(n+1)2"= 2" (1-2n)

b) Sea f(x) la funcion generatriz de la sucesigrea decirz a,x"
n=0

Sea g(x) la funcién generatriz de la suaebipes decirz b, x"
n=0
Multipliguemos ambas recurrencias p8i'xobteniendo:
a,, X" =2a x" —p x"* +2x""*

n+l

b, X" =—-a x"* + 20 x"* - x""*

n+l

Tomando sumatorios desde 0 hast@nemos:
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(0

Db X" ==x> ax"+2x)) b x" = x) X"
(0) n=0 n=0 n=0
que expresadas en términos de f(x) y g(x) seria:

F(x) = 2xF (x) = xg(x) + -2
1-x

-

=]

Zm:anﬂx“+l = ZXi a x" - xi b x" + ZXZ.O: X"
n=0 n=0 n=0

=]

multiplicando por 2 la segunda ecuaciéon y

g(x) ~1= =xf (x) + 2xg(X) —ﬁ

sumandosela a la primera, obtenemdg(x)-2+ f(x)=3xg(x de donde
f(X) =g(X)(3x—2) +2
Sustituyendo en la segunda ecuacion tenemos

g(x)-1= —x[g(x)(3x -2)+ 2] +2x9(X) —% ; desarrollando:
- X

g(X)(1+ x(3x—2) —2x) =1-2X _Lx s g(X)(BX* —4x+D(1-Xx) =1-x-2x(L-X) — X

2x% —4x+1
@1-x)?(@1-3x)
Utilizando el método de los coeficiente indeterndiost
2x* —4x+1 _ A B c
g(x) = = + + ,

1-x)°*@1-3x) 1-x (@1-x)?* (@1-3x)

2x%-4x+1
Six=1; -2B=-1;B=1/2
Six=1/3; (4/9)C =-1/9 ; C=-1/4
Six=0; A+B+C =1; A=3/4

g(X)(L-x)*(L-3x) = 2x* —4x+1; g(X) =

A(1-3x)(1-x)+B(1-3x)+C(1-9 =

2x* —4x+1 _ 3/4 L2 14
1-x%@1-3x) @A-X) (@-x°> @-3x%)

, cuyo coeficiente deMes

-2
b, =+ 77|13 = L(on45-30)
2 2ln) 47 "2

Puesto quef (x) = g(x)(3x—2)+ Zomo ya vimos, sustituimos el valor funcional de
g(x) obteniendo:
2 _ _9y2
F(x) = 2X 24x+1 (3x-2)+2= X 22x
1-x°"@1-3%) L-x°@Q-3x)
x=2x* __ A B  C

@-x?@-3x) 1-x (@-x* @-3%)
Six=1; -2B=-1;B=1/2
Six=1/3; (4/9)C = 1/9 ; C=1/4
Si x=0; A+B+C =0; A=-3/4

: A(1-3x)(1-X)+B(1-3X)+C(1-xj = x-2%¢
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x-2x* _-3/4 1/2 1/4
+ +

. = 5 cuyo coeficiente de™es
@I-x°@1-3x) 1-x @1-x° @-3x)

-2
an:—§+1 +1a :1(2n—1+3“)
4 2\n) 4 4

18) Una particula se mueve en direccion horizontah distancia que recorre en cada
segundo es igual a dos veces la distancia que mecen el segundo anterior. Sipa

denota la posicién de la particula en el segund@simo, encontrar una relacién de
recurrencia para a (Propuesto en el examen de Febrero 2D09

SOLUCION:

Si g, denota la posicion en el segundo n-ésimeq.jyes la posicion de la particula en el
segundo anterior, la distancia recorrida por ldipaa en el segundo n-ésimo gsaas.
Dado que esa distancia es el doble que la recandd segundo anterior,(a— a.-2), la
relacion de recurrencia pedida es:

arén1= 2 (&-1— @&-2)

PROBLEMAS DE LA UNIVERSIDAD POLITECNICA DE MADRID

1) Resolver las siguientes relaciones de recurrantomogéneas, con sus condiciones
iniciales:

a)a,=4a,_, —-4a,_,,n=22a,=6a =8
b)a,=7a,_,-10a,_, ,n22a,=24a =1
c)a,=2a,_,—-a,,,n=22a,=44a =1

d) a,,=-4a,, +5a, ,n=20a,=24a, =8
e)a,=6a,,-11a _,+6a,,,n=23a,=24a =5a, =15
f) a,=5a,,-6a,,,n>2a,=1a =0

SOLUCION:

Método tradicional:

Es una relacién de recurrencia homogénea cuyaiéouaaracteristica e-#r+4=0 que
tiene una raiz doble: 2.

Por tanto su solucién general es &2)n(2)"

Segun las condiciones inciales: 6=c; 8=6.2; c'=-2

La solucién es por tanto:

a,=2""@3-n n=0
Método de funciones generatrices
Sea f(x) = gra, X+ax*+ax’+ ... la funcién generatriz de la sucesién buscada
-Axf(X) = -dxar-4 a X>-4 ax® -4 ax* - ...
AXPF(X) = +4 @ X+4 a X°+4 ax* +4 ax®
Sumando las tres expresiones:
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(1-4x+4X)f(x) = aytar x-4xa; de donde f(X) —1 6-16x cuyo coeficiente de"xes

—4x+4x?
la sucesion que estamos buscando:
6-16x _ A N B
1-4x+4x* (2x-1) (2x-1)?
A(2x-1)+B=6-16x ;six=1/2; B=-2
six=0;-A-2=6;A=-8
8 —
@-2x) @-2x)°

siendo el coeficiente dé x

82" - 2[ jz” =2 -2"(n+1) =2""(3-n) parar0

n

b)

Método tradicional:

Es una relacién de recurrencia homogénea cuya iéouearacteristica e<-7r+10=0
que tiene dos raices reales: 5y 2.

Por tanto su solucién general es &2)(5)"

Segun las condiciones iniciales: 2 =c+c’; 2c5c’; c'=-1yc=3

La solucién es por tanto:

a,=32"-5" n=0
Método de funciones generatrices
Sea f(x) = gta, x+ax*+ax’+ ... la funcién generatriz de la sucesién buscada
TXE(X) = -Txa-7 a X257 ax® -7 ax* - ..
10xf(x) = +10 @ x*+10 a x>+10 ax”* +10 ax®
Sumando las tres expresiones:

(1-7x+10%)f(x) = apt+ay X-7xa; de donde f(x) =L3X20uyo coeficiente de"x
1-7x+1Cx
es la sucesion que estamos buscando:
2-1%x __ A B

@-2x)(1-5x) (1-2x) (@-5x)*
A(1-5x)+B(1-2x)=2-13x; si x=1/5; (3/5)B = -3/5B1
six=1/2; (-3/2) A =-9/2; A=3

3 -1
+

@-2x) (1-5x)?

32" -5" para &0

siendo el coeficiente dé x

c)

Método tradicional:

Es una relacién de recurrencia homogénea cuyaiéougaracteristica e$-2r+1=0 que
tiene una raiz doble: 1.

Por tanto su solucién general es &¢t)n(1)"

Segun las condiciones iniciales: 4 =c; 1g&c+'=-3

La solucién es por tanto:

a,=4-3n n=0

Método de funciones generatrices
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Sea f(x) = grar Xx+ax*+ax’+ ... la funcion generatriz de la sucesién buscada

-2xf(X) = -2x@-2 a X>-2 ax® -2 ax* - ..

X*(X) = ap X2+ a X+ ax* + ax®

Sumando las tres expresiones:

(1-2x)f(X) = aytay x-2xa, de donde f(x) %cuye coeficiente de"™es la
- 2X+ X

sucesion que estamos buscando:

4-7x _ A N B

1-x* @-x @-%°
A(1-x)*+B=4-7x; si x=1; B =-3;
Six=0;A-3=4;A=7

7 -3
+
1-x @-x°

siendo el coeficiente dé x
-2
7—{ . j = 7-3(n+1) = 4-3n para

d)

Método tradicional:

Es una relacién de recurrencia homogénea cuya iéouaaracteristica eé+4r-5=0 que
tiene dos raices 1, -5

Por tanto su solucién general es &ft)(-5)"

Segun las condiciones iniciales: 2 =c+c’ ;= &5c’; c=3yc'=-1

La solucién es por tanto:

a :3—(—5“) n=0

n

Método de funciones generatrices

Sea f(x) = gra, X+ax*+ax+ ... la funcién generatriz de la sucesién buscada
Axf(X) = dxatd a X°+4 ax® +4 ax’* - ...

-5Xf(X) = -Bay X*-5 a X°-5 ax”* -5 ax’

Sumando las tres expresiones:

+16X

(1+4x-5X)f(X) = a+ay x+4xa; de donde f(x) =1+24—52cuyo coeficiente de™es
X —5x

la sucesion que estamos buscando:
2+16x  _ A N B

1-X)(1+5x) (L-X) (1+5%)
A(1+5x)+B(1-x)=2+16x; si x=-1/5; (6/5) B = -6/8=-1
six=1;6A=18;A=3

3 —_

L-x) (@L+5x)

3-(-5)" para r0

siendo el coeficiente dé x

e)a,=6a,,-11a _,+6a,,,n=234a,=24a =5a, =15

Método tradicional:
Es una relacién de recurrencia homogénea de ordaga8ecuacion caracteristica &s r
6r’+11r-6=0 que tiene tres raices 1, 2, 3
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Por tanto su solucion general es &t)(2)"+c”(3)"
Segun las condiciones iniciales: 2 =c+c'+c” 5 = c+2¢’+3c”; 15 = c+4c’+9¢” de
donde c=1,c=-1yc’'=2
La solucién es por tanto:
a,=1-2"+23" n=0

Método de funciones generatrices

Sea f(x) = gra, X+ax*+ax+ ... la funcién generatriz de la sucesién buscada
-6xf(X) = -6x@-6 a X*-6 ax° -6 ax” - ...

114f(x) = 11a x*+11 a x*+11 ax* +11 ax°

-6xf(X) = -6 X>-6 & X*-6 ax° -6 ax®

Sumando las cuatro expresiones:

(1-6x+11X-6x°)f(X) = agt+an X-6Xatapx®6 ax?+11 ax’= 2-Tx+7xX;

_ 2
de donde f(x) = 27 TX+ X cuyo coeficiente de "xes la sucesién que
L-x)(1-3x)(1-2x)

estamos buscando:

2-7X+7x? A N B N C
L-X)(1-3x)(1-2x) (@-x) (@-3x) (1-2x)
A(1-3x)(1-2X)+B(1-x)(1-2X)+C(1-x)(1-3x) = 2-7x+7x
Si x=1/3; B(2/3)(1/3)=4/9; B=2
Six=1;2A=2; A=1
Six=1/2 ; C(1/2)(-1/2)=1/4; C=-1

1 2 -1
+ +

1-x) @-3x) (@1-2%

tiene por coeficiente dé'x1+2.3-2"

f)a,=5a,,-6a,,,n=22a,=%a =0

Método tradicional:

Es una relacién de recurrencia homogénea cuyaiéougaracteristica e$-6r+6=0 que
tiene dos raices: 2y 3

Por tanto su solucion general es ¢(2)(3)"

Segun las condiciones iniciales: 1 =c+c’; Bc+3c’; de donde ¢'=-2 y c=3

La solucién es por tanto:

a,=32"-23" n=0

Método de funciones generatrices

Sea f(x) = gra, X+ax*+ax+ ... la funcién generatriz de la sucesién buscada
-5xf(x) = -5xa@-5a x>-5 ax> -5 ax* - ...

6XF(X) = Bay X°+ 6a X+ Bax* + 6ax°

Sumando las tres expresiones:

1-5x

(1-5x+6X)f(X) = atay X-5xa; de donde f(x) =—————cuyo coeficiente de"xes
1-5x+6x

la sucesion que estamos buscando:
1-5%x  _ A N B
1-5x+6x> (1-3x) (L-2x)
A(1-2x)+B(1-3x)=1-5x; si x=1/2; (-1/2)B = -3/2; B 3; Si x=1/3; (1/3)A=(-2/3); A=-2
Six=0;A-3=4;A=7
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-2
+
1-3x) (@1-2x
- 23"+ 32"para ®0

siendo el coeficiente dé' x

2) Sea an el niumero de palabras de longitud n foaaa con los digitos {0,1}, que no
tienen dos ceros consecutivos. Encontrar una refacide recurrencia para calcular
an y resolverla.

SOLUCION:

Descartamospgues no tiene sentido para nosatros

Sea #2(0y1l) a=3(01,10,11)

Sea gel numero de palabras pedidas en esas condiciones.
Llamemos & a las acabadas en 1 de las a

Llamemos g a las acabadas en 0 de las a

Es obvio que @= a1+ ao

Si acaba en 1, la cifra anterior puede ser 1 o®ja@que g = n-1

Si acaba en 0, la cifra anterior solo puede seor Jo que &= &n.11= N-2
Por tanto a= a1 + &2, para n>2

La resolvemos:

Su ecuacién caracteristica s-=0, cuyas soluciones s&niﬁ
La solucién general es del tipo
n n
a, = c{#j + c(#j . Bajo las condiciones iniciales;=2 y &=3, y
resolviendo el sistema que generan, tenemos que

R RTAE

10 2 10 2

n
La solucion esa, :( j para &l

(solucién comprobada)

3) Hallar una relacion de recurrencia para el nimerde formas en que una persona
puede subir n escalones si puede subir uno o dddgies en cada paso.

SOLUCION:

Anélogo al anterior.

Consideramosial, ya que tenemos un solo escaldn y solo haydibitidad de subir
un peldafno. Por otra parte & 2, ya que lo podemos subir de uno en uno o desdo
dos, es decir 11, 2.

Consideremos como antes, lo siguiente:

Sea gel numero de formas pedidas en esas condiciones.

Llamemos & a las acuyo ultimo escaldn alcanzo tras subir un peldafio

Llamemos g a las acuyo ultimo escalon alcanzo tras subir dos peldafios

Es obvio quea= a1 + a2
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Si acabo con 1 solo peldafo, el escalon anteripukre haber alcanzado subiendo 1
peldafio o dos ha=n-1

Si llego al dltimo escalén n subiendo dos peldaébsscalon anterior (n-1) forma parte
de esos dos peldafios, con lo gue=an-1)1= N-2

Por tanto a= a1 + &2, para n>2

La resolvemos como antes y el resultado cambiaugoambian las condiciones
iniciales ( a=1, @=2). Procediendo como en el problema anteriorslltado final es:

10 2 10

_1 1+\/§n+1_1_\/§n+1 )
T

Por ejemplo a= & + & = 3. En efecto, los casos en que podemos sulsicéanes son:
111, 21,12

Por ejemplo a= & + & = 5. En efecto, los casos en que podemos sulsicalanes son:
1111, 121,112, 211, 22

Se SR

j(l_fj para 1. También se puede expresar asi:

Este ejercicio es equivalente a este:

Para >0, sea @l numero de formas en que una sucesion de unasegduma n. Por
ejemplo, a= 3, pues (1) 1,1, 1; (2) 1, 2; (3) 2, 1 sumaBRr&uentra y resuelve una
relacion de recurrencia para ¢hecho anteriormente)

4.) Sea C ={A, B, C} y sea Sn el conjunto de cadede longitud n formadas con las
letras de C que tienen un namero par de letras Asecutivas. Encontrar una
relacion de recurrencia para calcular Sn y resolNer

SOLUCION:

$1=0; $=1 (AA)

Sea § el conjunto pedido.

Sea §ael conjunto de las anteriores que acaben en A
Sea $gel conjunto de las anteriores que acaben en B
Sea &cel conjunto de las anteriores que acaben en C

Si=Sat+ Set Sc

Si la cadena acaba en B o en C, la cadena detrag friede acabaren A, Bo C
indistintamente, con lo queg= Sic=n-1

Ahora bien, si la cadena de n letras acaba ensflteeque la letra anterior tiene que ser
A, puesto que si no fuese asi tendriamos unal&@daignimero impar) Por tanto si
acaba en A, resulta que la letra anterior tienesguéambién A, pero la antependltima
ya puede ser cualquier letra A, B o C. Con lo que$,.2
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La relacion de recurrencia es

Sh=291+ S

La resolvemos y su ecuacion caracteristicd-8s1=0 cuyas soluciones s@n J2
Por tanto la solucién general es:

a, =c(2+ J2)" +¢'(2-+/2)". Como $=0; S$=1, resolviendo el sistema se obtiene

J2-1 J2+1

uec= c'=
a 4 4

La solucion es:

a, ={\/§T_1j(2+\/§)“ +[\/§T+1](2—\/§)“, para n>0

Solucién comprobada para n=1,2,3
Para @ = 4. En efecto son los casos ( AAB, BAA, AAC, CAA)

5) Resolver las siguientes relaciones de recurr@nci

a)a,=a,_,+2n-1 ,a =1

b)a, —-a _, =3n°,a,=8
c)a,—-3a,,=7"5a,=2
d)a,-3a,,=3"5a,=2

e)a, =3a,, -4a,_, +n*; a=11; a=1; a=-1
f) a,=4a,,-4a,,+n ;a1 a=3

SOLUCION:
a)a,=a,,+2n-1 ,a =1
Procedemos asi:
a =1; @ = 1+3; @ = 1+3+5 ... en general, =) 2i -1=n* (¥
i=1
* 2i-1 para i=1,2... es una progresion aritmétlaasuma de los n primeros términos de
una progresion aritmética bs $=(b;+by).n/2.

n + —_
En nuestro casa, = » 2i-1= @r2n=hn _ .

i=1

b)a, —a _, =3n°,a,=8
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Lo haré por funciones generatrices:

Sea f(x) = gta, x+ax*+ax’+ ... la funcién generatriz de la sucesién buscada
-Xf(X) = -xap-a1 X-aX° - ax’ - ..

Sumando ambas igualdades, resulta

(1-X)f(X) = 8 + 3(x+2x*+3+4%*+...)

Vamos a deducir la funcién generatriz asociadasaefig x+2x*+35+4°x*+...

Seag(X)=1+x +x+xXC+ ... = 1/(1-x)
g(X)=1+2x+3%+43+ ... = 1/ (1-%)
X.g(X)= X+ 2¢ +3C + 4% + ... = x/(1-¥%)
X.g'(X) =1+ 2+ 3¢+ 43+ = (L)1)

X.(X.g'(X) =X + 2% + B+ Bx*+... = x(1+x)/(1-X5

Entonces (1-x)f(x) = 8 +%(1+_)x3' En consecuencia:
- X

8 + 3X(L+ x)
1-x  (1-x)*
buscando para la sucesign a

an=8+2(_4j+{_4j:8+3(n+2j+3(n+lj=8+(n+2)(n+1)n+(n+l)n(n_l)
n-1 n-2 n-1 n-2 2 2

_2n®+3n*+n+16
a, = > >0

f(x)= cuyo coeficiente de "xes el término general que estoy

c)a,—-3a,,=7"5a,=2

La recurrencia homogénea asociado es una geomédri@zon 3, por lo que una
solucion para ésta seria ¢{3)hora buscamos una solucién en AW@rificando la
recurrencia dada, es decir:

A(7")-3 A (7"Y = 7.5 . Dividiendo por 7%, tenemos que 7A — 3A = 35, de donde
A=35/4

La solucién es del tipo c{B- (35/4)(7). Como g=2, tenemos que 2 = ¢ + (35/4), de
donde ¢ = 2 — (35/4) = -27/4.

n+l = _ n
La solucion general es, :% para &0

(Sale bien por funciones generatrices, aunquace as pesado)
d)a,-3a,,=3"5a,=2

Pudiera parecer idéntica a la anterior, pero \@&arigue la solucién de la homogénea que
es ¢(3) y la supuesta solucion para la recurrencid)2§8n obviamente dependientes,
por lo que en este caso hay que tomar Ard@mo posible solucién de la recurrencia
dada, es decir que se verifique:

An(3") — 3A(n-1)(3H =35, divido por 3!y obtengo: 3An — 3A(n-1)=15, de donde
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A=5.
La solucién genérica es (c+5R)8omo g=2, tenemos c=2, siendo por tanto la
solucion a,= (2+5n).3" para &0

e)a,=3a,_, —4a_,+n’; =11; a=1; a=-1

Vamos a resolverlo por funciones generatrices yaagude orden 3 y es el primero que
aparece de este tipo (obsérvese que el coefidens es 0)

Sea f(x) = gta, x+ax*+ax’+ ... la funcién generatriz de la sucesién buscada
-3xf(x) = -3xa-3 a x>-3 ax® -3 ax* - ...

AX3(X) = day X>+4 a X+4 ax° +4 ax® + ...

Sumando las tres expresiones:

(1-3x+4X)f(X) = apta X-3xat+ax>-3 ax*+(3C + £+ B x° + ...);

(1-3x+49)f(x)= (L1-32x-4x? )+ % — (x+4x2)

x° +9x* —86x> +125x* - 65x +11
L-x)° @1+ x)(L- 2x)?
A B C D E F
+ + + + +
1-x) @1-x?* (@-x° 1+x (@1-2x) (@1-2x)?

i) = 2

resultando que
8x° +9x* —86x° +125x* —65x +11 =
A(L1-X)4(1+X)(1-2xF+B(1-x)(1+x)(1-2xF+C (1+x)(1-2xF+D(1-x)*(1-2x)+
+E(L-XP(1+x)(1-2X)+F(1-xF(1+x)
Six=1;2=2C;C=1
Si x=-1; 288 = 72D; D=4
Six=1/2; -3/16 = 3F/16 ; F=-1
Si x=0; 11=A+B+1+4+E-1; A+B+E=7
Si x=2; 93=27 A-27B+9E-6; 3A-3B+E=11
Si x=-2; 15A+5B+9E=99
Resolviendo ese sistema de tres ecuaciones cad@nitas, obtenemos
A=8; B=3; E=-4

8 3 1 4 -4 -1

+ + + + +

A-x) @1-x? @1-x° 1+x @1-2x) (@-2x)7°°

n+l1l) (n+2 n N (1Y),
a, =8+ + +4(-1)" - 42" - 2"=
n n n

3n +11+w2(”+1) —2"(n+5) +4(~1)" para g0

siendo el coeficiente efl x

f)a,=4a,,-4a,_,+n ; a=1, a=3
a,—4a,,+4a,_,=n

Sea f(x) = gra, X+ax*+ax+ ... la funcién generatriz de la sucesién buscada
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-AXf(X) = -Axa-4 a X*-4 ax -4 ax* - ...
AXPF(X) = day X°+4 a Xo+4 ax* +4 ax°
Sumamos
(1-4x+4X)f(X) = agtan X-dXa +H(2XC+3C+AxX+..) = 1-x + (2%+3C+4x*+...)
Es facil demostrar que 263 +4x*+... = — > ~ =X
@-x)
x _ —2x*+5x*-3x+1

@-x? L-x)?

Por tanto (1-4x+43f(x) = 1- 2x +

_—2X3+5X2—3X+1_ A B C D
f(X) - 2 2 + 2 + + 2
L-x)°@1-2x) 1-x @1-x)° 1-2x (1-2x)

—2x% +5x% = 3x+1= A(1-2x(1-x)+B(1-2xf+C(1-x(1-2x)+D(1-x}
Six=1; 1=B
Si x=1/2; 1/2=D/4; D=2
Si x=0; 1=A+1+C+2; A+C=-2
Six=2; 3A+C=4; de donde A=3, C=-5

3 1 -5

+ + +

1-x (@-x)* 1-2x (@1-2x)°

n+1l n+1l
a, = 3+( . j— 52" +2( . j2”= n+4+2'(2n-3) para RO

cuyo coeficiente de™es
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