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TEMA |. ESTADISTICA DESCRIPTIVA
Fenémenos deterministicos

Llamados también causales, son aquellos en lossquebtienen los mismos
resultados, siempre que se realicen en las misadioones. En ellos es posible
predecir el resultado final conociendo el estaddahy las condiciones de realizacion.
Estan sujetos a leyes naturales que pueden senlémtas mediante ecuaciones
matematicas.

Se comprende facilmente la imposibilidad de realizafenémeno en las mismas
condiciones absolutas, pues la imperfecciéon dedateny de los sentidos del hombre
hace que no podamos representarnos todas las cpugsedervienen en un determinado
fendmeno. Estas causas desconocidas las sustitponds que se llama azar, pero en
el caso de los fendmenos deterministicos el azajwn papel tan infimo que suele
despreciarse su efecto.

En muchos fendbmenos (fisicos especialmente) lapces del azar es minima, sin
embargo en otros fendmenos, como los socialempoevisible es de tal magnitud que
hace que no podamos predecir el estado final.

Obviamente los fenbmenos deterministicos son oljet@estudio por parte de
ciencias tales como La Fisica, la Quimica...etc.

Un ejemplo de fendmeno deterministico es la cala ly en vacio de un objeto
desde una altura h. Se sabe a priori que la valddidal con la que va a llegar al suelo

(estado final) viene determinada por la ley= ,/2gh. Otro seria que si tenemos un gas
comprimido en un recipiente de volumen V y sometidma presién P, su temperatura

viene dada por la formula T :%, donde n es el nimero de moles de gas y R es una
n

constante quimica.

Observemos que en ambos casos podemos saber aomdaggel estado final
siempre y cuando realicemos el experimento constade inicial conocido y dandose
la particularidad de que si lo volvemos a realitaartas veces como deseemos, los
resultados finales van a ser idénticos.

Todo ello es lo que caracteriza a los fendmenarmdnisticos o causales.
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Fendmenos aleatorios

A diferencia de los anteriores, son aquellos englos es imposible predecir el
resultado final, aun repitiéndolo en las mismasdomones y ademas, donde una
pequefia variacion en las condiciones iniciales yweduna gran variacion en los
resultados finales. (El aleteo de una mariposah@magouede provocar un huracan en
Panama). Esta caracteristica podria hacernos pendarimposibilidad de un estudio
formal y util de este tipo de fendmenos. La presusdterilidad del estudio de los
fendmenos aleatorios queda refutada de inmedidi@ae que todos presentan una
importantisima propiedad empirica denominada regisd estadistica que
analizaremos con un ejemplo.

Obviamente son fendmenos aleatorios, el lanzaraglo @ una moneda; extraer
una carta de una baraja o una bola de una urnanaelun boleto de la loteria
primitiva...etcétera. Como se podra intuir hay tadsa infinidad de fendmenos
aleatorios.

Estos fendmenos son objeto de estudio de la EStadis

Estadistica. Concepto:

Como ya se concluyd en el apartado anterior, ladistica es la ciencia que
estudia los fendmenos aleatorios.

Histéricamente, parece ser que los datos mas astigue se poseen acerca del
uso de las técnicas estadisticas, se remontan eetm®s chinos ordenados por el
emperador Tao, 2200 afios a.C.

También tuvieron importancia los censos romanoml@a@no 555 a.C.

Es en el afio 1660 cuando se publica la oBritética politica o descripcién de
las cosas notables del Estddie Hoernan Conring. Es donde esta ciencia comi@nz
denominarse Estadistica.

Mas adelante citar los notables trabajos del alelvtémdel (1822-1844), abad del
monasterio de Briinn que fue quién puso los cimged®® la actual Genética con sus
estudios sobre la herencia.

Citar a Pascal y a otros colegas franceses, qtigados por problemas surgidos
en los juegos de azar, comienzan a estudiar emesta Ciencia.

En el siglo XX, la Estadistica adquiere un impulsonovador con los estudios de
los ingleses Pearson, Galton y Weldon, asi comaudel Kolmogorov.

Hoy en dia la Estadistica forma parte de nuesti&deal mas cotidiana, pues basta
abrir un periddico o escuchar un noticiario panmda cuenta de la cantidad de datos y
conceptos estadisticos que se manejan.

Estadistica descriptiva

Es aquella rama de la estadistica donde las cooickss que se obtienen de las
experiencias o datos en estudio no rebasan losetindie los mismos. Tiene como
propoésito su representacion mediante tablas, g<afic reducciones de datos. Puede
también comprender el andlisis de los mismos, siengue sus conclusiones no
trasciendan mas alla de dichos datos.

Conceptos basicos de Estadistica descriptiva.
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Poblacion o Universo Estadistico Conjunto formado por todos los elementos
gue posean una serie de caracteres previamemaladts. Cada uno de los elementos
de la poblacion se denomina individuo y éstos poiese simples (hombres, piezas) o
colectivos (familias)

Toda vez que el numero de los elementos de unaagobl objeto de estudio
estadistico, en la mayoria de los casos es muy negmeresulta caro y engorroso el
estudio de los mismos, por lo que se recurre aulbconjunto representativo de la
poblacion.

Muestra- Para evitar un estudio, a veces imposible, depablacion debido a su
gran namero de individuos, se suele tomar un sybetm representativo llamado
muestra, bajo criterios previamente estudiadostatienodo que el estudio en dicho
conjunto nos permita inducir resultados en todpdalacion con un grado de certeza
ciertamente grande. De la buena eleccion de la trayefependerd la bondad de los
datos extraidos para la poblacion.

Tamafo de la poblaciGnObviamente el tamafio es el nimero de individuos que
componen la poblacion o muestra. Lo representar@ods

Variable estadistica Denominada tambiértaracter es una caracteristica o
propiedad comun a todos los individuos de una padlaobjeto de estudio estadistico.
Por ejemplo en una poblacién de personas, el peddgpser una variable estadistica, el
color de ojos...etc.

A todos los posibles resultados de una variabladéstica se le denominan
modalidade® valores de la variable (datos)

Normalmente representaremos gouna v.e y pok; sus modalidades.

Un ejemplo de variable estadistica podria ser ab,seuyas modalidades serian
varon, hembra. Se trataria de una v.e. con dos lidades; por el contrario si
consideramos la v.e. “estatura”, las modalidadesign llegar a ser infinitas, dentro de
un intervalo.

Estos dos ultimos ejemplos me van a permitir gtzsiflas variables estadisticas
segun el siguiente esquema:

Discretas

Continuas
Cualitativas

Variable estadistia Cuantltatvas{

Vamos a analizar esta clasificacion:

a) Variables estadisticas cuantitativaSon aquellas cuyas modalidades vienen
representadas por un valor numérico; es decir soalglin modo medibles.
Por ejemplo, la estatura, el peso, en valor deagio d.etc.

a.l) Sondiscretascuando la cantidad de modalidades en un conjuniio fo
infinito numerable (los valores de un dado, el niorae bolas blancas que se
extraen de una urna con devolucion hasta que aj@aueR negra)

a.2) Soncontinuas cuando la cantidad de modalidades es infinito mato
cualquier valor en un intervalo real. (el peso da persona)
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b) Variables estadisticas cualitativasSus modalidades son atributos o
cualidades no medibles y por tanto carecen de septatividad numérica
(color de ojos, cara o cruz...etc)

Parametro- Es toda funcion definida sobre los valores numéricie una
poblacion (Media aritmética de las altura de totss alumnos de Bachillerato de
Galicia)

Estadistico- Es toda funcion definida sobre los valores numéra® una muestra
(Media aritmética de las altura de los alumnosmemuestra de 10 alumnos por centro
de bachillerato de Galicia)

Sea una poblacién o muestra, de tamafio N, sobgedavamos a estudiar una
variable estadistica discreta con p modalidadesxxxs ... %

Frecuencia absoluta de la modalidad.xEs el nUmero entero de veces que dicha
modalidad aparece en la poblacion o muestra. Leseptaremos par;

Son de destacar las siguientes propiedades, qdedseen inmediatamente de la
definicion:

a) 0sn <N 0i=1l.p

b) Zp:ni =N

Frecuencia relativa de la modalidad;.x Es la proporcién con la que aparece la
modalidad x en la poblacion o muestra. Se obtiene dividierad@rdcuencia absoluta
entre N.

En muchas ocasiones esta proporcién viene expresatiEnto por ciento. Basta
multiplicar la frecuencia relativa por 100.

La frecuencia relativa la representaremos fpor

: n,
En consecuencia: f; = N

Son propiedades triviales de la frecuencia relatjue se deducen de las indicadas
para la frecuencia absoluta, las siguientes:

a) O0<f <1 Oi=1.p

Frecuencias acumuladas Ordenados en sentido creciente o decreciente los
valores 0 modalidades de una v.e., definiremogdauéncia acumulada (absoluta o
relativa) como la suma de frecuencias hasta unr\ddéberminado de la variable.
Cuando la modalidad es la ultima de la ordenaciéniente, la frecuencia acumulada
sera igual a N si se trata de frecuencias absolytassi lo que se acumulan son las
frecuencias relativas.

La frecuencia acumulada absoluta para la modalbiglade representara pot;,
mientras que si se trata de la relativa, la reptasemos poF;
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Tablas de recogida de datesToda la informacion recogida anteriormente se
dispone en una tabla de la siguiente manera:

Datos Fr. Absoluta| Fr. relativa |Fr.Abs.Acu. | Fr.Rel.Acu. %
X1 n f]_ Fi=n F = f]_ 100f1
X2 no fy E=m+tn, F> = fi+fs 100.%
Xp Np fo F=N F=1 100.§
TOTALES N 1 100

Es de resaltar que estas definiciones anteriore® esstablecidas cuando el
conjunto de datos en discreto.

En caso de que la variable sea cuantitativa coatieunimero de modalidades es
infinito y no toman valores aislados, por o quepoolemos representarlas mediante los
Xi. ¢, COMo se procede en este caso?

Intervalos de clase. Marcas de clase.-

Cuando la variable estadistica es cuantitativaimoato discreta pero con gran
cantidad de modalidades, es necesario dividiragrrelo de la variable en intervalos, a
ser posible de igual tamafio, denominados intervddoslase. El nUmero de intervalos
influird en la precision de los estadisticos queagan a estudiar. Obviamente a mayor
namero de intervalos, mayor precision.

Utilizaremos la siguiente notacion. El intervalodi@gse lo denotaremos por

(L, -L), siendo k1 y L; los limites inferior y superior, respectivamerde|
intervalo.

La diferencia entre ambos limites nos determinafamtamafo o longitud del
intervalo, denominado amplitud y que representasgpoo ¢ Asi pues, &Li-Li.1.

Como vamos a seguir teniendo necesidad de utiliagores numéricos para
obtener los distintos estadisticos de la muestasideraremos como valores
representativos de los intervalos de clase, susreslcentrales, que denominaremos
marcas de clase Las marcas de clase son los equivalentes a s &l caso discreto.

: L +L
Su valor viene dado porx; :%.

Las frecuencias absolutas y relativas se refearéws intervalos de clase, de tal
modo que diremos que el intervafg,_, — L, tiene frecuencia absoluta cuando el

namero de individuos, cuya modalidad caiga dente dicho intervalo, sea
precisamente;n

Analogamente haremos lo mismo para la frecuentativa.

Es importante que cada dato esté en un solo indepar lo que los extremos han
de ser indicados abiertos o cerrados, segun el Easocasiones para evitar esto, los
valores extremos de los intervalos suelen ser tomeadn una cifra decimal mas que la
gue poseen los datos.

Este procedimiento de clasificar los datos en wales va a producir una
inevitable pérdida de informacion, puesto que noceasideraran los resultados
exactamente, sino por aproximacion: no se dirawjuelemento tiene un caracter cuya
medida es xsino que dicho valor se encuentra en el inter¢hlg — L,) .
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Asi pues, lo que interesa es elegir una amplitusefaposible constante) de los
intervalos lo suficientemente pequefa para queéldiga de informacién sea la menor
posible y, al mismo tiempo, lo suficientemente gearpara que el agrupamiento
presente una distribucion de no demasiados intessyglues de lo contrario dicho
agrupamiento perderia su finalidad, es decir, taamtidad del tratamiento.

Tablas de recogida de datos

Intervalos Marcas Fr. Absoluta  Fr. relativa Fr.Aas. Fr.Rel.Acu. %
Lo-L1 X1 m f]_ Fi=n F = f]_ 100f1
L.-Lo X2 No fy E=mn+tn F> = fi+f5 100.%

TOTALES N 1 100

Representaciones graficas

Partiendo de la maxima “vale mas una imagen queatabras”, el objeto de las
representaciones graficas es precisamente haasresth frase hecha, de modo que el
impacto visual de la representacion responda aeddidad y, por consiguiente, el
método seguido debera basarse en principios gaonstrtodoxos.

Veamos los casos de representacion para el caseangbles discretas no
agrupadas en intervalos.

a) Diagrama de barras Se elabora sefialando en las abscisas de un gistem
ejes de coordenadas los valores de la variablestreyendo sobre ellos unas columnas
de altura igual a la frecuencia de cada uno dedtmmes, medida en el sentido del eje de
ordenadas.

También puede realizarse un diagrama de barragnpateencias acumuladas.

b) Diagrama de sectores Consiste en un circulo con sectores de area
proporcional a las frecuencias de cada uno dedtsas. El angulo correspondiente al
sector de la modalidad, ¥iene dado por 360Q.f

También puede representarse en un semicirculdppmuwe los 4ngulos vendrian
dados por 180.f

c) Pictograma: No es mas que un diagrama de barras, pero eme/edmples
columnas, se ilustra con figuras alusivas a logastudiados (animales, personas,
maquinas...etc)

Cuando los datos vienen agrupados por intervalgpodemos de otro tipo de
representacion graficaps histogramas.

Los histogramas son rectangulos de base igual mtewsvalos de clase y altura
proporcional a la frecuencia establecida para dicintervalos. (también se pueden
hacer para frecuencias acumuladas)

Poligono de frecuencias:
Es el poligono limitado en un histograma por eldgeabscisas y la linea quebrada
resultante de unir el punto medio del lado supeatecada rectangulo (con frecuencias
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absolutas) o la linea quebrada resultante de umicaela rectangulo el vértice del
poligono anterior con el suyo.
Se realiza tanto para histogramas de frecuencigdes como acumuladas.

REDUCCION DE DATOS. MEDIDAS CARACTERISTICAS

Esta denominacion de reduccion de datos se deisherfy consiste en sustituir
la tabla estadistica, la cual nos da una idea fil&l diomparacion con otras tablas, por
unos numeros (estadisticos o medidas caractesistic@ midan las caracteristicas mas
importantes de la distribucion de los datos.

Estos valores o medidas caracteristicas puedetesdos tipos: de centralizacion
y de dispersion.

Medidas caracteristicas de centralizacién:

Son valores de tendencia central en torno a logessa encuentran los valores de
la variable estadistica, con arreglo a un cieritercr de equiiibrio para las frecuencias.
Es la caracteristica ma&s importante de la distidougy se mide a traves de los
promedios, entre los cuales estan los siguientes:

a) Media aritmética (Cuando se habla de media a secas, nos referirant@s
media aritmética): Se obtiene multiplicando cadkrvde la v.e. por su frecuencia
relativa y sumando todos los productos obtenidesefresenta pax .

p

x=>x.f, = in.% = %Zni

p
i=1 i=1

Se llama tambiémrentro de gravedade la distribucion por admitir la siguiente
interpretacibn mecanica: Consideremos que sobra padto x acta una fuerza de
valor n. En este cas& corresponde al punto del eje en el cual, aplicdaduerza de
valor N, produce el equilibrio del sistema.

Para evitar largos y tediosos calculos de aritraéiemental, la media aritmética
la obtendremos mediante el uso de calculadoraificent

Si consideramos los valores de desviaci@n, X; , se tiene como propiedad
interesante que

c) Media aritmética ponderada.-

En determinadas ocasiones queremos que algurtetaja mas valor, o “pese”
mas a la hora de ser considerado dentro de labdisibn. Asi pues, en este caso,
asociamos a los datos, X, ..., %, ciertos factores peso (0 pesos) Wy, ..., W,
dependientes de la relevancia asignada a cada ouBretal caso, la expresion:
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PX W . o
X = z# se llama media aritmética ponderada de pespsay..., W,
i W

d) Media geométrica

P 1
= N[y " n — M\ N
G=Nx"x7.x," = ([1x")
1=

No tiene unas propiedades tan sencillas y clarasoda media aritmética; no
obstante se suele usar cuando la variable siguggsion geométrica. También en la
elaboracion de los numeros indices (que se veras ad&lante), muestra una
propiedad interesante.

e) Media arménica

H= N
P 1
> =n,
i=1 X
f) Media cuadratica
p
D xin
C= i=1

Esto puede generalizarse definiendmkedia general de orden m

1&
M(m) = NZXi n
i=1

resultando la media arménica para m=-1; la meding¢rica para m=0, la media
aritmética para m=1 y la media cuadrética para m=2

Se verifica: MED)<sM@O)<M@ <M (2)es decir que:
H<Gs<x<C
Mediana
Ordenados los datos de menor a mayor o vicevexsagtliana es el valor de la
v.e, que deja el 50% de los datos a un lado y % f#ktante al otro. En otras palabras,
la mediana divide por la mitad a los datos.

El célculo de la mediana difiere en funcién debtge distribucion, es decir si se
trata de valores aislados o distribuidos por irgtlery de clase.
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En el primer caso, la mediana se obtiene del siteiimodo:

a) Si el nimero de datos es par, la mediana esethamaritmética de los dos
valores centrales que se obtienen al ordenar didhtws, es decir que si los N datos
ordenados sonaa, ... , &, la mediana es:

ay *tay
2

Me= -2
2

b) Si el nUmero de datos es impar, solamente habraalor central. Este sera
precisamente la mediana, y dicho valor, siguieadwtacién anterior es.

a
Ent(%)ﬂ

En el caso de distribucion por intervalos el valeda mediana es:

(N/2) =N,
n.

1
encuentra la mediana (aquel donde se alcance eldg0%tal de la poblacion N);N
es la frecuencia acumulada absoluta hasta dichovalo; i es la frecuencia absoluta en
el intervalo y ¢es la amplitud del intervalo.
Esta formula se demostrara en clase.

Me=L,_ + .C;. , siendo li, el limite inferior del intervalo donde se

Ejemplo: Sea la distribucién siguiente:

Intervalos Marcas Frecu. Absoluta Frec. Abs. acum..
2-4 3 5 5
4-6 5 4 9
6-8 2 3 12
8-10 9 6 18
10-12 11 7 25

Primero detectamos el intervalo donde se encudatraediana. Como N=25,
calculamos N/2 = 12,5. Esta frecuencia, viendabat de frecuencias acumuladas, se
encuentra en el intervalo 8-10, por tante=8, N.;=12, n=6.

De ahi se obtiene qude = g4 1207125 816.

Moda

Es el valor de la v.e. que mas se repite. Segandesinicion puede haber mas de
una moda, llamandose la distribucion unimodal, hiabo.etc, segin tenga una, dos
...etc modas.

El célculo para distribuciones con valores aislag®drivial; sin embargo para el

caso de distribuciones agrupadas por intervalogstan evidente, y la féormula que
determina la moda es:
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Mo= L, +— 11
(N =n)+(n —ny,)

encuentra la moda.

C, siendo k1 — L el intervalo donde se

Relacion empirica entre media, mediana y moda.

Para distribuciones de frecuencia unimodal que pean asimétricas se tiene que:
Media — Moda = 3(media — mediana)

MEDIDAS POSICIONALES
Los cuantiles

Se llama cuantil de orden m a un valgrque deja por debajo de él al m por 100
de los elementos de la poblacion.

Cuatrtiles:

Son los valores que dividen a la poblacién en 4epaguales. Existen por tanto
tres cuartiles: @ (primer cuartil), Q (segundo cuartil), Q(tercer cuartil). Resulta
obvio que @ = Me.

Célculo de los cuatrtiles.

a) Caso discreto o valores aislados: Ordenadoset®r a mayor los datos y para
i=1,2,3. Si N.i/4 no corresponde a ningun valolaléecuencia acumulada (esta entre
Nk ¥ Nk+1) se le da a Qel valor de la variable que corresponde a la frcia
acumulada .

En caso de que N.i/4 corresponde a un valpd®&\la frecuencia acumulada, el
cuartil es la media aritmética entrgyxXy+1

b) Caso continuo o por intervalos:
Se utiliza la formula:

.(N/4)-N.
GT(NH =N, C ,parar=1,2,3

Q=L

Recorrido intercuartilico o 1.Q.R.: Es la diferencia entresQy Q. La idea es
dividir los datos en cuatro grupos iguales y vedikiantes que son los extremos de esos
grupos

Box plots o diagramas de Tukey de caja y bigotes

Para realzar el IQR, John Tuker inventé un tipo representacion llamado
Diagrama de caja y bigotes. Los extremos de lasoja los cuartiles Qy Q. La
Mediana se dibuja dentro de la caja. Si un pust® & mas de 1,5 veces el IQR alejado
de un extremo de la caja, se denomina atipicoditaga de forma aislada. Finalmente
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se extienden los “bigotes” hasta los puntos m@ndes que no sean atipicos (es decir
dentro de 1,5 veces el IQR de los cuartiles).

Estos diagramas son especialmente buenos pararrdatz diferencias entre
grupos.

Veamos como son:

Q. Me Qs

Datos
atipicos

Datos
atipicos

T

1,5 IQR
Quintiles:
Son los valores que dividen a la poblacion en fepaguales. Existen

K1, Kz, K3, Ka.
Su célculo es exactamente igual que en el casosdrmubrtiles y su férmula es:

K= L

- r.(N/5-N._, c, parar=1,2,3,4

I
Deciles:

Son los valores que dividen a la poblacién en ¥@epaguales. Existen 9 deciles,
siendo estos: Dconr=1...9

Su calculo es exactamente igual que en el casmslelartiies y ademas se
verifica:

D,=K1; Ds=K3 ; Ds = Me ; Ds=K3; Dg=K4

La formula para los deciles es:

D=L, Lc parar=1,2,3..9

L (N9 - N,

|
Centiles o percentiles:

Son los que dividen a la poblacion en 100 partealés. Hay 99 centiles que se
representan por,© R indistintamente, donde r= 1...99.

Para su célculo nos remitimos al calculo de lostites.
Se producen ciertas identidades tales come=@; Cso= Me...etc.

La formula para centiles es:
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(N/100 - N,
G L+ PNMAO0 =Ny o a=1,2.3...99
n

RECOGIDA DE DATOS CON LA CALCULADORA

Dependiendo de las marcas comerciales de las adtmals cientificas, el modo de
trabajar con datos estadisticos normalmente varimd a otra.

Aqui se va a desarrollar el método de recogidaatiesccon la calculadora “Casio
fx100d".

Paso 1) Activar el modo de trabajo en Estadistica:

MODE + 3 (En la cabecera de la pantalla tiene gaeexer la leyenda “SD”)

Paso 2) Borrado de posibles datos en memoria dajdsaanteriores:

KAC = SHIFT + AC

Paso 3) Comprobar que, en efecto, no tenemos datos

n= SHIFT + 3 (Este n es el equivalente a mads}. En la pantalla tiene que
aparecer 0.

Paso 4) Introducir los datos:
Para introducir, por ejemplo, el dato 8 con freciged:

8 X 4 M+, obien 8y se pulsa la tecla Miatro veces.

Paso 5) Comprobar que el nimero de datos introdsi@dincide con N
n = SHIFT + 3. En la pantalla tiene que aparecer N.

Paso 6) Calcular la media aritmética, desviacioipgsas...etc.

SHIFT +1

CREAR TABLAS DE FRECUENCIAS EN EXCEL
Caso discreto:

En un rango se escriben todos los datos. A corgiéoan una matriz columna se
escriben las modalidades. Seleccionamos la colwonde queremos que aparezcan las
frecuencias absolutas Se pulgg 7amos a las funciones estadisticas, dentrosigua
escogeremos FRECUENCIA. Hay dos parametros queghayintroducir: Datos y
grupos. En datos seleccionamos la matriz de datosn ygrupos la matriz de
modalidades. y damos salida a los resultados, ahrée de una matriz, con
CTRL.+Mayusculas.
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Caso continuo:

Al igual que en el caso anterior pero en el pareorgiupos hemos de escribir los
limites superiores de los intervalos de acogiddates.
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EJERCICIOS PROPUESTOS
1. Las edades de seis dependientes de un comertid ,19,25,29,34,35 afos.
Calcular la media de dichas edades

2. La medida de la longitud de 50 varillas ha dadosiguientes resultados: de 5
cms, 8 varillas; de 7 cm., 6 varillas; de 8 cmvaéillas; de 9 cm., 9 varillas; de 10 cm.,

11 varillas; de 12 cm., 7 varillas y de 13 cm., @8illas. Calcular la media de estas
longitudes.

3. Calcular la media de la distribucion correspenti# a la estatura de 40 chicos

de primero de Bachillerato, siendo esta:
Intervalos | 148,5-153,8 153,5-158/5 158,5-168,5 9488,5| 168,5-173,9 173,5-178/5
Frec.abs. 2 4 11 14 5 4

4. Calcular la media de los siguientes valores@grdolos primero por intervalos
de amplitud igual a 5 y después por intervalosndplitud igual a 10. Estos valores son:

49,48,43,42,49,41,42,43,43,44,44,51,53,54,51,99/36,54,51,54,53,64,62,64,
63,62,61,62,68,68,67,66,69

5. Dada la distribucion de la tabla, calcular ladraearitmética, la media
geomeétrica, la media armoénica, la media cuadratiamprobar que relacidon existe
entre ellas:

Xi 2 3 8 12 | 17
n; 2 2 3 3 1

6. Calcular la frecuencia correspondiente al tericéervalo de la siguiente
distribucion, sabiendo que la media aritméticagaalia 11,5

Int. | 4-6 | 6-10] 10-16 | 16-20 20-30
n; 4 5 X 3 1

7. Calcular la mediana de las siguientes distrimes de frecuencias:

Xi 1 2 3 4 5
n; 10 |12 |7 7 3

Xi 2 4 6 8 10 | 12 | 14
n; 12 |10 | 8 7 5 8 10

8. Dada la siguiente serie estadistica de la biigtidbn de salarios a los obreros de
una empresa, calcular la mediana:

SALARIO NUM. OBREROS NUM. OBREROS. ACUM
20000-25000 100 100
25000-30000 150 250
30000-35000 200 450
35000-40000 180 630
40000-50000 41 671
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9. Las calificaciones de la asignatura de Materagtie los 40 alumnos de una
clase vienen expresadas por la siguiente tabla:

Nota

1

2

6 7

Alum.

2

3
2 4

4
5

5
8

9 3

8
4

Wl

Calcular los cuartiles 1 y 3 asi como los percestile orden 30y 70

10. Se tiene la siguiente distribucion continugregada por la tabla siguiente:

Interv.

38-44

44-50

50-56

56-62

62-68

68-74

74-80

Ni

7

8

15

25

18

9

6

Calcular los cuartiles 1 y 3, asi como los pertend0 y 90

11. Una zapateria de caballeros vende en un dipad®s de zapatos de las
siguientes tallas.

Talla

37

38

39

40

41

42

43

44

Zapatos

1

3 5

8

12

9

5

2

Calcular a) la mediana, b) Cuatrtiles, c) ¢Quégrailes corresponden a la talla

39?

12. El numero de hijos de 20 familias seleccionadlazar, es el siguiente: 3, 1, 2,

2,1,52,2,0,6,3,2,4,3,4,2,3,1,7,6

a) formar la tabla de frecuencias
b) Construir el correspondiente diagrama de barras
c) Construir el poligono de frecuencias.
d) Construir un diagrama de sectores o en su defextiwar el angulo que

corresponderia a cada modalidad en dicho diagrama.

13. Los valores el ph sanguineo en 80 individwoslas siguientes:

733 732 734 7,40 7,28 7,29 7,35 7334 7,28 7,31 7,35 7,32 7,33

7,33 7,36
7,30 7,33
7,33 7,35
7,32 7,32
7,33 7,35

7,32
7,33
7,30
7,31
7,32

7,31
735 7,34
7,31 7,33
7,36
7,33

735 7,36 7,2897,/,29 7,32 7,34 7,30 7,34 7,32 7,39

733 7,3637,3,35 7,31 7,33 7,37 7,38 7,38
731 7,34 7,32

7,35

1,37

7,33 7,32

a) Formar la tabla de frecuencias utilizando 15 irdkys de clase.
b) Construir el histograma de frecuencias

c) Poligono de frecuencias

d) Construir el histograma de frecuencias acumuladas
e) Construir el poligono de frecuencias acumuladas

730 737 7,3332,731 733 7,32 7,30 7,29 7,38
7,32 7,34 7,38477,32 7,33
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14. Se ha medido la longitud de 50 individuos axdutte una determinada especie

de rana, obteniéndose los siguientes resultados:

sido:

32,1 31,0 326 30,0 328 314 320 30,0 30,1 318
34,0 31,7 330 310 323 326 320 314 30,2 320
33,0 314 324 316 32,7 340 33,2 331 33,7 310
31,8 33,0 323 314 324 31,4 340 334 32,7 32,3
32,2 331 342 313 296 32,7 330 314 326 330

a) Formar la tabla de frecuencias en 5 intervalodakec

b) Construir el histograma de frecuencias relativas

c) Poligono de frecuencias relativas

d) Construir el histograma de frecuencias relativasragadas
e) Construir el poligono de frecuencias relativas adadas

15. El nimero de accidentes mortales diarios ergtaraciudad en nueve dias han
6,4,8,1,5,3,3,7, 2.

a) Hallar la media aritmética

b) Hallar la media geométrica

c) Hallar la media armoénica

d) Hallar la media cuadratica

e) Relacion entre estas medias.

16. El numero de individuos muertos por coélera erdeterminado pais por afio,

en el transcurso de 11 afios han sido: 2, 17,12.8, 2, 8, 12, 12, 3.

f) Hallar la media aritmética

g) Hallar la media geométrica
h) Hallar la media arménica

i) Hallar la media cuadratica

J) Relacion entre estas medias.

17. El nimero de pétalos de 13 flores de una detada especie es el siguiente:

8, 10, 6, 5, 8, 11, 8, 10, 7, 10, 7, 10, 9

a) Calcular la mediana

b) Calcular la moda

c) Calcular los cuartiles de primer y tercer orden
d) Calcular el recorrido intercuartilico

e) Representar el Box Plot.



Tema |. Estadistica descriptiva

18

Métodos Estmdist

18. Considerando el valor tedrico del metabolisrasabigual a 100, los valores
observados en 50 individuos han dado los siguiertestados.

102 98

115 130
116 118
112 114
120 106

93
100
88
106
110

100
86

102
114
100

98
95
128
100
106

105
103
99

116
117

115
105
119
108
109

110
92

128
113
108

99
99
110
106
105

Calcular agrupando los datos en 10 clases, logesigs valores:

a) Media aritmética
b) Mediana
c) Moda

d) Cuartiles de primer y tercer orden

e) Recorrido intercuartilico
f) Diagrama de Tukey de caja y bigotes

120
134
130
105
106

19. La distribuciéon por pesos de 70 empleados dbaaspital se expresa en la

tabla siguiente:

Kg.

50-60

60-70

70-80

80-90

90-10¢

100-110

N° empl.

8

15

21

18

7

1

Calcular la media aritmética, la mediana y la moda.

20. Dada la siguiente distribucion, ¢ qué centiresponde a 2227?. ¢;Qué centil
corresponde a 2307

Intervalo

210-215

215-220

220-225

225-230

230-235

N

2

10

11

5

2
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Medidas caracteristicas de dispersion:

El simple conocimiento de las medidas de centr@lirano solo es insuficiente
para darnos una idea de cémo estan los datosdigins, sino que incluso puede llegar
a ser engafoso. Pensemos en una poblacion donmdlia aritmético del sueldo de sus
individuos es 500.000 ptas; enseguida nos viermeraeinte que la gran mayoria de la
poblacion gana una cantidad entorno a esta cifnagrmbargo pudiera ocurrir que la
mitad de la poblacion gana 1.000.000 y la otradnitada. De este modo vemos que en
ambos casos: Riqueza bien repartida y mal disttébson dos casos en los que la media
coincide, sin embargo las realidades son opuestas.

El ejemplo anterior demuestra que se hace necedmjponer de informacion
acerca de como estan distribuidos los datos aloedillas medidas de centralizacion;
dicho de otro modo..¢qué alejados o dispersos kestaiatos?.

Esto conduce a las medidas de dispersion, entrejuasse encuentran las
siguientes:

Recorrido o ranga

Ya utilizado con anterioridad, el recorrido de uvariable estadistica es la
diferencia entre el valor mas alto y el mas bajdidba variable.

Desviacion a la media de la modalidad;x

La desviacion a la media de la modalidad, ande la distancia entre dicho valor
Xi ¥ la media, por tanto su valor viene determinaoio p

d =|x -X
Es importante destacar que dicha medida viene padal valor absoluto de la
diferencia, ya que si omitiésemos dicha funciémrfzoocurrir que alguna medida fuese
negativa y estos seria contradictorio con el caoceje distancia (alejamiento o
dispersién) como un valor positivo.

Obsérvese que esta definicion es vaélida solameata fps valores de la
modalidad aislados, por tantpas independiente de la frecuengiaasi como del resto
de valores, por lo que es una medida de dispegiémo nos da una informacion de
conjunto. Esto nos los cubre la siguiente medida.

Desviacion media

Es la media aritmética de las desviaciones a laantkdesto es:

_&d.n &% XN
D’"'; N & N
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Varianza

En ocasiones se suelen primar los alejamientogigsay minimizar las pequefios
dispersiones, esto produce la medida caracteridimada varianza que no es mas que
la media cuadratica de las desviaciones a la meslia es:

Pd’n & (X% —X)%n,
ot =2 N _le N

i=1
Esta medida tiene el inconveniente que viene eadeesn unidades de la variable
al cuadrado. Para evitar este problema se extnagzl@uadrada, y el valor obtenido se
denomina:

Desviacion tipica:

Llamada también desviacion standard o desviaci@urética media, es la raiz
cuadrada (positiva) de la varianza

o= Z:: (X _Ij()zni

En Excel es la funcioBPESVESTPA

Coeficiente de variacién de Pearson:

En ocasiones se hace necesario comparar dos o istdsudiones de datos de
distinta naturaleza. Supongamos que queremos gabatistribucion estd mas dispersa
en los siguientes casos:

Una variable estadistica X de pesos de individéomddia 170 cm. y desviacion
tipica 20 cm., o una variable Y de produccién da ganaderia vacuna de media 30
litros y desviacion tipica 6,5 litros.

Obviamente no se pueden comparar litros con cetrtbmepero para saber
comparativamente cual esta mas concentrada o lesndatos menos dispersos con
respecto a la media, se utiliza el llamado coefiei@le variacion de Pearson

o
V=—
X

Es por tanto una medida adimensional y establecevalar de relacion
independiente de las unidades en las que se astgando. A mayor coeficiente, mayor
dispersién de datos.

MOMENTOS

Generalizando lo anterior, tanto en las medidaseaéralizacion como en las de
dispersion, podemos definir los llamados momentmernziales respecto al origen y
respecto a la media. Son interesantes porque moa paoporcionar unos valores para
obtener mas informacion acerca de la distribucion.
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Momento de orden r respecto al origen:

P x"n
a =Zl“% Obsérvese que esto es una generalizacion de algwedidas de

concentraciéon, ya que si r=1 se obtiene la medimética, si r=2 se obtiene la media
cuadrética.

Momento de orden r respecto a la media:

— : (Xi _)_()r'ni
mr _z N
=1

Si r=1 su valor es 0. Si r=2 obtenemos la varianza
Relaciones entre momentos:

Todos los momentos respecto a la media pueden saxpeeen funcion de los
momentos respecto al origen mediante las siguieguesdades:

m=a-a° ; m=-a-3aa+2a’; m=a-4aa +6a.a°—3a"

Demostrar como ejercicio la primera igualdad.

MEDIDAS DE FORMA

Nos dan informacion acerca de cémo es la gréaficdadeistribucion o curva
envolvente del histograma, entre las mas imporsaet@gemos las siguientes:

Medidas de asimetria o sesgo:

Elaboran un indicador que permite establecer el@ie simetria (0 asimetria)
que presenta la distribucion sin realizar su reprion grafica.

Pueden ser campaniformas y en forma de U y se flaseagadas a la derecha
cuando la “cola” de la distribucion se prolongaiada derecha. Andlogamente para las
sesgadas a la izquierda.

Para medir el sesgo tenemos:

Coeficiente de asimetria de R.A. Fisher

=M
gl 03
Si g= 0, la distribucion es simétrica
Si >0, la distribucion es sesgada a la derecha.

Si g1<0, la distribucion es sesgada a la izquierda



Tema |. Estadistica descriptiva 22 Métodos Estamtist

Coeficiente de K. Pearson
- Mo
o

x|

A =

Su sencillez tiene el inconveniente de que solaenesitsegura para distribuciones
campaniformes unimodales y moderadamente asingtrica

Decide segun los mismos criterios que el coefieielet Fisher.

Coeficiente de asimetria de Bowley-Yule

Q+Q, - 2Me
Q3 _Ql

AB:

Sigue los mismos criterios de signos que el deegFish

Coeficiente absoluto de asimetria:

_Q,+Q,—2Me
AB_ g

Sigue los mismos criterios de signos que los aneEsi

Medidas de apuntamiento o curtosis

Cuando la distribucion es campaniforme, unimodaliggramente asimétrica
puede ser —segun la moda esté en baja, media ofrattaencia— platicurtica
(achatada), mesocurtica (sin exceso) y leptociftica exceso)

Esta caracteristica nos la mide la curtosis o ceefie de apuntamiento, cuyo
valor viene dado por:

m,

s* -3

9, =

Si @ = 0. la distribucion es mesocdrtica (o sin exceso)
Si g > 0. la distribucion es leptocurtica (o con ex¢eso
Si @ < 0. la distribucion es platicurtica (o achatada)
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EJERCICIOS PROPUESTOS

1.) Calcular la desviacion tipica y varianza dedasribuciones de los ejercicios
que figuran en las paginas 13, 14 y 15 de estastepu

2) Dada la siguiente distribucién, calcular lostomg@rimeros momentos respecto
al origen

Xi -2 1 3
n; 2 1 1

3) Dada la siguiente distribucion, calcular lostoug@rimeros momentos respecto
a la media

Xi 1 2

4 5
2 1

3
n; 3 10 4

4) Dada la siguiente distribucién, calcular el éerg cuarto memento respecto a la
media a partir de los momentos respecto al origen.

Xi -2 -1 0 1 2 3

n; 2 4 6 5 2 1

5) Dada la siguiente distribucion de frecuenciaalcuwdar el coeficiente de
asimetria de Fisher y su curtosis.

Xi 0 10 20 30 40
n; 2 4 I 5 2

6) Calcular el coeficiente de asimetria de Pead®ota siguiente distribucion de
frecuencias.

Xi 1 2 3 4 5 6
n; 2 8 3 5 7 5

7) La distribucion por intervalos de un test de rnuoia realizado a 1230
opositores puntuando de 0 a 800, da los siguieesettados:

PUNTUACION TEST % OPOSITORES
Hasta 60 6,30

60-84 9,83

84-120 20,87

120-180 27,63

180-240 15,00

240-480 18,27

480-700 1,65

Mas de 700 0,45

Calcular los cuartiles y el coeficiente de asinaetrde Bowley-Yule
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TEMA 2. DISTRIBUCIONES BIDIMENSIONALES. CORRELACION Y
REGRESION.

Variables estadisticas bidimensionales:

Son los resultados de la observacion de un fenonespecto de dos
caracteristicas.

A estas variables estadisticas se le denominamérdiionales.

Se representan por el par de valores (X,Y), siefdoa variable unidimensional
que toma los valores; xxs, ... ,% € Y una variable unidimensional que toma los
valores 'y, V> ... %k

Las variables estadisticas bidimensionales tonmudmres

(X1,Y1), (X2,Y2)---- (%, Yi)
Representacion grafica.

Cuando los valores x e y no estan agrupados ervatws, a cada valor x (eje de
abscisas) y a cada valor y (eje de ordenadas),dmsneonjuntamente les corresponde
un punto en el plano. Este conjunto de puntos s®rdma “nube de puntos” o
“diagrama de dispersion”.

Si cada pareja tuviera una frecuencia distintaadeénidad, se puede expresar con
un namero, la frecuencia correspondiente al ladopdeto o contruir una grafica
tridimensional donde la tercera dimension z, regsia la frecuencia.

Si los datos estan agrupados en intervalos, l@septacion gréafica tendriamos el
plano dividido en p.k rectangulos, siendo h el ntomge intervalos de x y k el numero
de intervalos de y y sobre cada uno de estos dt#Bse levanta un prisma cuya
altura es proporcional a la frecuencia de la pgreja)

Tablas de frecuencias.

Tabla de columnas:
Si la frecuencia de cada par, Yy es 1

totales totales totales totales totales

Si las frecuencias no son 1, habria que afadircohanna con los valores de
dicha frecuencia;n

Tabla de doble entrada:

Yi |Y2 Yk
X1 Ni1 | N2 N1k
X2 No1 |[No2 | .oeel. Nok
Xp np]_ np2 npk
N
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En las zones sombreadas se consignaran las surf@srglgor filas y columnas,
teniendo que sumar por ambos lados N
Distribuciones marginales:

Se llaman asi a las distribuciones de las dos blasaque intervienen X e Y,
consideradas de forma aislada.

Segun esto las distribuciones marginales son lagiguran en la zona sombreada
de la grafica de doble entrada anterior.

Momentos en distribuciones bidimensionales:

Respecto al origen:
Momento de orden r, s respecto al origen:

a1 es la media de y, mientras quees la media de x.

Momentos de orden r, s respecto a las medias

> (% =%) (Y,

p
mrs
i=1 j=1

Segun esta definicion % my;=0

My, €s la varianza de y
My es la varianza de x

my1 Se denomina covarianza.
Por tanto la covarianza es:

m, =33 (% =%) (¥~ V) &

i=1 j=1
Suele representarse par,, 0 Sy

Se puede demostrar qug, = x.y—x.y, es decir la media del producto menos el
producto de las mediagHagase como ejercicio)

Cuando dos variables X e Y son independientesJaranza es 0

Correlacién

Es la teoria que estudia la relacion de dependentia las dos variables (x, y) de
una distribucion bidimensional.

Hay varios tipos de correlacion, pero nos vamordrar en la lineal, esto es
cuando la nube de puntos se condensa mas o metms&m@ una linea recta.

Podemos distinguir:
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Correlacion positiva o directa: Cuando una variable crece también lo hace la
otra. En la correlacion lineal esto se traduciriajee la recta seria creciente, o lo que es
lo mismo, de pendiente positiva.

Correlacion negativa o inversa:Cuando una variable crece la otra decrece. En la
correlacion lineal esto se traduciria en que ldarseria decreciente, o lo que es lo
mismo, de pendiente negativa.

Correlacion nula: Cuando no existe ninguna relacion entre las vasal$e dice
que las variables estan incorreladas.

Regresion matematica:

Es el resultado de sustituir la nube de puntosagrdima de dispersiéon de una
distribucion bidimensional por la funcion matematigue mejor se aproxima a ella.
Nosotros vamos a centrarnos en la regresion lisel@mente, que se da cuando la
funcidn que se ajusta a la nube de puntos es otea re

Recta de regresion de y sobre x:

Es la recta que hace minimos la suma de los cusgldellas diferencias entre los
valores observados experimentalments {os tedricos y que se obtienen mediante la
recta, medidos paralelamente al eje Y (minimas Sl.(m&)z. Su ecuacion es :

Recta de regresion de x sobre y:

Es la recta que hace minimos la suma de los cusgldellas diferencias entre los
valores observados experimentalmenty los tedricos x que se obtienen mediante la
recta, medidos paralelamente al eje X (minimas SL(ma)z. Su ecuacién es :

— ny p—
X=X=— (y-9)

y

Es importante hacer notar que ambas rectas senantal punto(X, y), llamado
centro de gravedad de la distribucion conjunta.

Coeficientes de regresion:

Se llaman asi a las pendientes de las rectas@eterque son:

o i .
b= —Xzy gue es el coeficiente de regresion de y sobreepresentaremos pg,,
o

X

ny
2
X

Una propiedad importante de estos coeficientesues e producto de ambos
coeficientes es menor que 1.

b'=

que es el coeficiente de regresion de sobrespresentaremos p¢s,,
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Coeficiente de correlacion lineal:

Puesto que-1<r <1, se obtiene lo siguiente:

-Si r= 1: Correlacioén perfecta positiva (funcional)

-Si r=-1: Correlacion perfecta negativa (funcional)

-Si r=0 : Correlacion nula, las rectas spry x=X

-Si —1<r<0 :Correlacién negativa, mas fuerte cuanés se aproxime el valor a —1
-Si 0<r<1 :Correlacion positiva, mas fuerte cuamts se aproxime el valor a 1
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1°) Dada la siguiente distribucion que represeri@ Aombres de la misma edad

29

Problemas propuestos

con respecto a los caracteres: altura (x) y peso (y

Calcular: La distribucion marginal de la variableMedia y varianza marginales
de la variable y.

1,55-1,65 | 1,65-1,75| 1,75-1,85
55-65 3 2 0
65-75 6 10 4
75-85 4 11 5
85-95 1 6 8

2°) Dada la siguiente distribucién bidimensional:

MétoHetdisticos

3 4 5 6
0 2 5 10 12
1 6 10 28 8
2 15 12 6 6
Se piden:

a) Distribuciones marginales
b) Media y moda de las distribuciones marginales

c) Desviacidn tipica y asimetria de las distribuciomasginales.

3°) Dadas las siguientes series de valores dealéables x e y, calcular la recta de

regresio de y xobre x y de x sobre y

Xi

2

3

6

10

12

Yi

150

130

125

120

100

4°) Dada la siguiente distribucion bidimensiowéttener las rectas de regresion y

el coeficiente de correlacion:

5 10 15 20
10 2
20 5 4 1
30 3 8 6 3
40 3 6 6
50 2 1
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5°) Las notas obtenidas por 10 universitarios eatédmia y Fisiologia son:

Anatomia 6 4 4 8 5 3,5 I 5 10 5
Fisiologia 65 | 45| 5 7 5 4 8 7 10 6

Se pide: Calcular las rectas de regresion. Ditagayldibujar la nube de puntos o
diagrama de dispersion.

Calcular el coeficiente de correlacion

¢, Cuadl seria la nota esperada en Fisiologia de wersitario que haya obtenido
8,3 en Anatomia.

6°) Dada la siguiente distribucion

Xi 2 2 2 4 7 7 10 10
Yi 3 4 5 5 4 5 3 5
n; 5 10 17 19 20 16 9 4

Calcular la covarianza, la recta de regresion gebye x. Estudiar la dependencia
lineal entre ambas variables.

7°Las rectas de regresion de dos variables aleatoe y son :
2x+y=7 2x +3y =13

Calcular los valores medios, los coeficientes deasidn y la correlacion.
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TEMA Ill. COMBINATORIA

Factorial de un numero:

Dado un numero enteno=>1, se llama factorial de, al siguiente valor:
n=n(n-H(n-2)...321

Por convenio se establece que 0!=1.

Dados m elementog X2, X3 ...., ¥n podemos definir los siguientes conceptos:

Variaciones ordinarias (sin repeticion) de m elemdns tomados de p en p.

Son el conjunto formado por todas las coleccionespdelementos distintos
elegidos de entre los m dados, considerando distidbs colecciones cuando se
diferencian en algun elemento o cuando teniendaniemos elementos, difieren en el
orden de colocacion.

El nimero de las variaciones ordinarias se reptasepor Vm,n, y su valor es:

vm p :ﬁ . Otro valor de este cociente eémn=m(m-21....m-p+ 1)
Es obvio que de la definicion se desprende guem

Permutaciones de m elementos

Cuando m=p, las Variaciones anteriores resultanlaseicolecciones de los m
elementos (por tanto se toman todos) elegidossndadiciones ya indicadas, es decir
Vm,m. A estas colecciones se les denominan Vanasiade m elementos y su valor es:

Pm=me=g:m

Variaciones con repeticion de m elementos tomadog ¢ en p.

Son el conjunto formado por todas las coleccioreegp celementos elegidos de
entre los m dados, pudiendo estos repetirse, cenasido distintas dos colecciones
cuando se diferencian en algin elemento o cuandenio los mismos elementos,
difieren en el orden de colocacion.

Al introducir la posibilidad de repeticion de ldementos, p puede ser mayor que
m.

Su numero viene dado por:

RVmp=m°

En calculadora.

Las Variaciones ordinarias en la calculadora viesetarminadas en la tecla nVr.
Para las permutaciones se utilizaria también nMrsiclerando n=r, pero la mayoria de
las marcas tiene la funcién n!

Por tanto, si quisiéramos obteney\pulsariamos| |3 nVir 2 =

Si quisiéramos obteneg,Pulsariamos 5 nVik 5 =, o bien directamente 5 n!

En Excel

La funcion que en Excel determina Vm,p y PMPERMUTACION , donde hay
que establecer dos parametros “namero” y “tamaglaiyimero seria m y el tamafio p.
En caso de ser una permutacién ambos parametian ser
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Permutaciones con repeticion.

Llamaremos permutaciones con repeticion de m elasesntre los que hay a
iguales entre si, otros b iguales entre si,.ndei@+b+...+c=p, a los distintos grupos que
se pueden formar con los m objetos, entre los qareaen repetidos a, b, ...,c

elementos, considerando distintos dos permutacionasdo difieren en el orden de
colocacion.

Su nimero es:
" albl..c

Es destacable observar que en las variacionesepaticion, un elemento puede
repetirse un nimero variable de veces, que llegtate orden de dicha variacion. Esto
no sucede, en cambio, en las permutaciones cotiaiépe donde el nimero de veces
que aparece repetido cada elemento es siempremloni

Por tanto para distinguir unas de otras, simpleenbrtnos de preguntarnos si la
repeticion de los elementos es fija o variablegkprimer caso estariamos ante unas
permutaciones con repeticion y en el segundo seddaciones con repeticion.

Combinaciones de m elementos tomadas de p en p.
Son todos los grupos posibles que se pueden faomap distintos tomados de los
m elementos dados, de modo que dos grupos cuaesdglifieran en algun elemento,

es decir que no importa el orden de colocaci6nodeelementos como ocurria en las
variaciones.

Su numero viene determinado por:

m : , . .
Cmpzﬁ ,a este valor se le denomina numero combinatorisey
m-p)! p!

m
representa poﬁ pj :

Los numeros combinatorios se obtienen facilmenilizatdo el triangulo de
Pascal-Tartaglia:

m p

0 1

1 1 1

2 1 2 1

3 1 3 3 1

4 1 4 6 4 1

5 1 5 10 10 5 1

Propiedades de los nUmeros combinatorios:

SRS
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m m
3.-( J :( ]
p m-p
Un caso donde intervienen los nimeros combinatdsbisinomio de Newton:

(a+b)™ = i(?}ap.bm‘p

p=0

En calculadora

La tecla correspondiente a las combinaciones o rasmmombinatorios es nCr y
se utiliza exactamente igual que en el caso nVr.
En Excel

La funcién a usar es COMBINAT, indicando “numero”"tgmafo”, es decir m y

Combinaciones con repeticion de m elementos tomadds p en p.

Son las distintas agrupaciones de p elementosegualdistintos que se pueden
formar con los m elementos dados, de modo quedaslaombinaciones con repeticion
difieran al menos en un elemento.

Su numero viene dado por:

m+p-1
o)
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Problemas propuestos de Combinatoria (Nivel 1)

1) Una carrera en la que participan seis atletasaleza con el fin de clasificar a
tres de ellos (para posteriores competiciones); nestantes corredores quedan
eliminados. ¢ Cuantos resultados distintos puedbarhan principio? (Se supone que
no hay posibilidad de empate).

2) Si en la carrera anterior hubieran tres premitedalla de oro, medalla de plata
y medalla de bronce, ¢ cual seria entonces el adsMt

3) ¢, Cual seria el resultado del ejercicio antegiibiubieran seis premios distintos?

4) ¢Cuantas palabras de 7 letras distintas puesitibiese con las letras de la
palabra CADAQUES?

5) En una jornada de futbol, ¢cuantas quinielasurte apuesta, distintas, se
podrian hacer?

6) En un estante de una libreria capaz para 25maslés, hay siete ejemplares
iguales de “El Quijote”, ocho ejemplares iguales‘de Celestina” y diez ejemplares
iguales de “La venganza de Don Mendo”. ¢De cudmt@seras diferentes (incluso en
desorden) pueden colocarse dichos libros.

7) En una bolsa hay diez bolas rojas, diez azuldg&ey negras, todas ellas del
mismo tamafio y calida. ¢De cuantas maneras puedeermse diez bolas de dicha
bolsa:

a) Siimporta el orden en que se extraigan

b) Sino importa el orden en que se extraigan.

8) ¢ Cuantos productos diferentes, con cuatro fest@e pueden formar con los
nameros primos comprendidos entre 2 y 19, ambdssive.

a) sin repetir ningan factor?

b) repitiendo si se desea?

9) ¢ De cuantas maneras posibles pueden colocae saldados en una fila.

10) Un camarero descandsa dos dias cualesquiesep@na; ¢ cuantas semanas
podran transcurrir para que no se repitan los éasak descanso?

11) ¢Cuantas permutaciones se pueden formar coreti@s de la palabra
permutacion? ¢ Cuantas terminaran en n y cuantaszamm por per?

12) Con las cifras del niumero 257836, ¢ cuantos rasrstintos de tres cifras se
pueden formar?

a) no entrando repetida ninguna de las cifras?

b) repitiendo si se desea?

13) Con seis pesas de 1, 2, 5, 10, 20, 50 kilogsamouantas pesadas diferentes
pueden obtenerse tomando aquéllas de tres en tres?
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14) ¢ Cuéantos numeros distintos de ocho cifras sdguescribir, de modo que
parezcan dos unos, tres cuatros y tres ochos?

15) En unas elecciones para nombrar cinco elnlsioelcales se presentaron 15
candidatos; cada productor, para hacer erectiwmguescribié en un papel 5 nombres
(no importaba el orden de su colocacion) y se diextrafia circunstancia de que se
registro un empate total entre los 15 candidatosjye todos los votos fueron distintos.
¢, Cuantos productores trabajan en la fabrica?

16) Con las letras de la palabra valdespino, ¢asdipalabras” de cuatro letras
distintas pueden escribirse? De éstas, ¢ cuantazanp por d y terminaran en a?

17) ¢ Cuantos numeros distintos de seis cifras edgouformar con las cifras del
namero 375261, de modo que empiecen y terminen en 1

18) Con 20 soldados, ¢.cuantas guardias difereetesatiatro soldados cada una
pueden formarse, y en cuantas entrara un soldadomdeado J.?

19) En una clase hay 15 alumnos y 18 mesas, supmsggue cada dia se
distribuyen de forma distinta, on respeco a los @iateriores ¢Durante cuantos dias
puede mantenerse esta situacion?

20) Se extrae una carta de una baraja de 52 cadadsiroduce nuevamente. Se
repite esta operacion tres veces mas. ¢ Cuantdsadesudistintos puede obtenerse:

a) Siimporta el orden

b) Sino importa el orden.

21) Supongamos que en el ejercicio anterior latagaxtraidas no vuelvan a la
baraja ¢ Cuéles son entonces los resultados?

22) ¢De cuantas maneras pueden colocarse en &taocmonedas de 1 euro,
cuatro de 2 euros y cuatro de 50 céntimos

23) ¢ Cuantos modelos de billete de tren se debgernnmin para cubrir un trayecto
de diez estaciones, si en cada billete ha de figarastacion de salida en primer lugar,
y la llegada en segundo lugar?

24) Una hormiga desea ir desde el extremo infarquierdo de un tablero de
ajedrez, hasta el extremo superior derecho, rerwloi la minima distancia posible y
con la condicién de pasar unicamente por los batddes escaques (cuadrados), nunca
en diagonal. ¢ De cuantas formas distintas pued&lbac
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Problemas propuestos de Combinatoria (Nivel 2)
1) Sea A={1,2,3,4,5,6,7}. Se pide:

a) El numero de subconjuntos de A con tres elementos.

b) El nimero de sobconjuntos de A con cuatro elementos

c) El nimero de subconjuntos de A con tres elememo®anaximo

d) El nimero de subconjuntos de A con cuatro elemeartto® minimo.

e) El nimero de subconjuntos de A con cuatro elemeikos pares y dos
impares

f)  ¢Cuéntos numeros distintos de cuatro cifras puedenbirse con las
cifras de A de modo que empiecen y terminan era éifipar, y que las
restantes cifras sean numeros pares? De éstogjtgguienen todas sus
cifras distintas?

2) De 7 espafioles y 4 franceses se va a elegiromité de 6 personas. ¢ De
cuantas maneras pueden formarse?

a) De modo que hayan exactamente dos franceses

b) De modo que hayan dos franceses como minimo

3) ¢ Cuantas diagonales tiene un poligono convexolados?

4) Con un piano de juguete de 24 notas, ¢cuantosioso diferentes pueden
conseguirse empleando cada vez cuatro notas coxiomma

5) En un banquete la mesa de la presidencia eengpdar y tiene ocho cubiertos
preparados, todos ellos a un mismo lado. ¢ De cuidmaeras distintas pueden sentarse
los ocho comensales?

6) Hay dos obras de tres volimenes cada una y ddssle dos voumenes cada
una. ¢ De cuantas maneras pueden colocarse loshdiezen un estante capaz para diez
libros, si deben quedar de tal modo que no se eedas volimenes de una misma
obra?

7) Un entrenador dispone, para formar un equipdutleol, de 3 porteros, 5
defensas, 6 medios y 9 delanteros. ¢ Cuantos eqiifeosntes puede formar:

a) Suponiendo que los distintos puestos de defensaomedielantero son

“equivalentes” entre si, respectivamente (es deair,hacer distincion entre los

tres defensas: central, izquierdo y derecho; yemad lo mismo para los dos

medios y para los cinco delanteros)?

b)No suponiéndolo?

8) Un depdsito de agua tiene cinco cafios de desggéearrojan 1,2,4,10 y 20
litros por minuto. Abriendo indistintamente cuatt® estos cafios, ¢en cuantos tiempos
diferentes se puede vaciar el depdsito?

9) A una clase de mateméticas asisten 24 alumndéasdags los dias resuelven
problemas en la pizarra dos de ellos. El professed que durante el curso no salga dos
veces la misma pareja; ¢,es esto posible?
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TEMA 1IV. ALGEBRA DE SUCESOS
Sea un experimento aleatorio. Definimos los sige®onceptos:

Suceso elemental Es cada uno de los resultados directos del Bwpato
aleatorio.

Por ejemplo si lanzamos un dado, los sucesos etatesison 1,2,3,4,5,6.

Espacio muestal.- Es el conjunto formado por los sucesos eleabemntde un
experimento aleatorio. Suele representarse caira® .

Suceso Es cualquier subconjunto de un espacio muesfpal y suelen
representarse con letras mayusculas A,B,C...etc

De este modo puedo afirmarse que si tenemos naietmmentales, el conjunto
de sucesos, representado poQP,(tendra 2 elementos. (se deduce facilmente por
combinatoria)

Suceso imposible Es el que nunca se verifica dentro del experimaileatorio.
Se representa par .

Suceso segure Es el que siempre se verifica y coincide €»n

Sucesos incompatibles Son aquellos que no puedes realizarse simaltaeste.

Sucesos independientesDos sucesos se dice que son independientesj@laan
realizacién de uno no influye en la realizaciénated.

Operaciones con sucesos:
a) Unidn de sucesos:

Dados dos sucesos A y B, asociados a un espacistnalu® de un experimento
aleatorio, se define Al B, como el suceso que se verifica cuando se varfi, B o
ambos. (Es el equivalente a lo que en logica serderaria una disyuncion inclusiva).

b) Interseccion de sucesos:

Dados dos sucesos A y B, asociados a un espacistn@iu@ de un experimento
aleatorio, se define A B, como el suceso que se verifica cuando se variiy B
simultdneamente. (Es el equivalente a lo que @nd&p denominaria una conjuncion).

Segun esta definicion se deduce que dos sucesd3 gog incompatibles si y sélo
si se verifica que A B =0

c) Negacién o complementario:

Se denomina complementario del suceso A, y sesepta porlA, al suceso que
se verifica cuando no se verifica A.

d) Diferencia de sucesos:

Dados dos sucesos A y B, asociados a un espacistn@iu@ de un experimento
aleatorio, se define A- B, como el suceso que si#ozcuando se verifica A y no se
verifica B. Esta operacion se puede definir en iigos de unidn interseccion y
negacion, del siguiente modo:
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A-B=An B
Propiedades de las operaciones:
Para cualesquiera sucesos A, B, C de un experinaggdatorio, se tiene:

1) Commutativa : AB=Bn A ; AOB=BUOA
2) Asociativa: AA(Bn C)=(AnB)nC ; AOBOC)=(AOB)OC
3) Distributivas: An (B OC)=(An B)O (A n C)
A (B nC)=(AOB)n (AOC)
4) Idempotentes: A A=A; ADOA=A
5) Leyes de Morgant(AOB)=1A n 1B ; [(AnB)=1A OB
6) Simplificativa o de absorcion B(A n B)=A; An (A OB)=A
7) Deidentidad: A O =0; AOO=A;A0Q=Q; AnQ=A
8) Del complementario:Al IA=Q; An JA=0 ; [lA=A;1Q=0;10=Q

Frecuencias absolutas y relativas de un suceso

Dado un experimento aleatorio, con un espacio maleQt que realizamos N
veces, y dado un suceso de dicho experimento gnetatemos por A, llamamos
frecuencia absoluta del suceso A, al nUmero desvgge dicho suceso se verifica en el
experimento y llamamos frecuencia relativa de A proporcion con que dicho suceso
se verifica.

Portanto: fA)=n y f(A)=n/N

Son propiedades de la frecuencia relativa, lagesiges:

1. 0<sf (A)<1
Demostracion:
Puesto qu®< f_(A) < N, divididendo por N, se obtiere< f, (A) <1

2. f.(Q)=1; f,(0)=0
Demostracion:
Es trivial teniendo en cuenta qu€¥)=N y que §(1)=0

3. f,(A+f(-A=1
Demostracion:
Si A aparece n veces, la frecuencialles N-n, por lo que se tiene que
n N-n
f A +f A =—+ =1
(A + (A NN
4. f(AOB)=f (A+f (B)-f (AnB)
Demostracion:
Sea f(A)=na; faB)=ny; ; fa(A n B)=nw ; (AN —|B):na7b ; fa(—|A N B)=Map
Segun esta notacidn podemos afirmar los siguiente:

+ +
fr (AD B) - nab n—|ab na—-b (1)

Ahora bien, dado que,A N+ Nap Y Nb= Nap + Ny, resulta que
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+na_nab+nb_

ot - f (A)+ ,(B)~ 1, (A0 B

(1) = f,(ADB) ==

5. Si Ay B son dos sucesos incompatiblesALl B) = f,(A) + . (B)

Demostracion:
Es obvia basandose en la propiedad anterior yrtéaien cuenta que si Ay B son
incompatibles entonces A B = [

6.. Si AOB, f (A<f(B)
Demostracion:
Si AOB, B=A0O(B-A) yteniendo en cuenta que Ay B-A son dos sucesos

incompatibles, aplicando la propiedad anterior ltasyue
f.(B)=1 (A +f (B-A), dado queP(B—- A) > Oresulta quef, (A) < f, (B)
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Ejercicios propuestos

1) Si lanzamos tres monedas al aire. Se pide:
a) ¢Cuantos elementos tiene el espacio muestral?
b) ¢Cuantos sucesos tiene el experimento?
c) Describe los sucesos A = “que salgan al menos a@@s'; B = “que salga
al menos una cruz”
d) ¢Cual es el suceso complementario de B?
e) Expresar el suceso A B

2) Sea el siguiente experimento aleatorio: En una tay una bola blanca y una
negra. Se extrae una bola: si es blanca se devadblv@irna y se vuelve a extraer otra
bola, procediendo del mismo modo; es decir qua siegunda es blanca se vuelve a
introducir en la urna y se vuelve a extraer otéa by asi sucesivamente hasta que
salga una negra, en cuyo momento el experimeratiZim ¢ Cual es el espacio muestral
de dicho experimento? ¢ Es finito o infinito? ¢ Shégito es numerable o no?

3) Un experimento consiste en lanzar un dado. &= pi
a) Describe el espacio muestral.
b) Sea A = “salir par”; B = “ser mdltiplo de 3". Halld n By |B

4) Si lanzamos 5 dados, ¢ cuantos sucesos elensematkremos? ¢ En cuantos de
ellos nos salen los cinco resultados impares?

5) Si lanzamos 6 monedas, ¢cuantos sucesos eléesdartadremos?. ¢ En cuantos
casos distintos nos pueden salir exactamente das?®a

6) Si extraemos dos bolas de una urna que condieng@s y 2 negras, ¢cuantos
casos se pueden producir? ¢En cuantos de ellosatdrs una de cada color? ¢En
cuantos casos nos saldran las dos bolas rojas?

7) Lanzamos una moneda al aire. Si sale cara, lanztado de 6 caras (un cubo
de caras numeradas del 1 al 6) y si sale cruz lanatado de cuatro caras (tetraedro de
caras numeradas del 1 al 4). ¢ Cuantos sucesosneddesetiene el experimento? ¢En
cuantos casos nos saldra el resultado del dado par?

8) Tenemos 6 cartas en seis sobres correspondi&#esxtraen las 6 cartas del
sobre y se barajan, para introducirlas de nueeaal. ; Cuantas introducciones distintas
podemos realizar? ¢ En cuantas de ellas obtendtarsigacion de partida?

9) Cuéantos casos distintos pueden producirse ahtaal aire 4 monedas. ¢En
cuantos de estos casos va a salir por lo menosanaa

10) Pon un ejemplo de un par de sucesos que sagratibles e independientes.
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TEMA V. PROBABILIDAD

Se comprueba empiricamente que la frecuencia velate un suceso de un
experimento aleatorio se aproxima a un valor fijo aamentar el numero de
experiencias. Esta propiedad, llamada ley del daarjnicialmente descubierta en los
juegos de azar; al tirar una moneda al aire, lufracia relativa del suceso “cara” tiene,
al aumentar el nimero de tiradas, hacia el valostemte ¥2. Posteriormente se observo
esta propiedad en datos demograficos; asi la fne@eelativa del nacimiento de
varones tiende a 0,51.

Estas experiencias condujeron en el siglo XIX andtefa probabilidad de un
suceso como el valor limite de su frecuencia redatil repetir indefinidamente el
suceso. Esta definicidbn presenta problemas impesgouesto que no es posible una
experiencia indefinida; asi en los afios 30 debsi, se definid la probabilidad como
una funcién definida en el conjunto de sucesos e las propiedades de la
frecuencia relativa.

Esto conduce a la llamada definicion axiomaticéadeobabilidad.

Concepto de probabilidad:

SeaQ un espacio muestral asociado a un experimentdoal@aSe define la
probabilidad como una funcién que a cada sucesa@alglnto de sucesos dg, le
asigna un numero real

P:OQ — » R

A P(A) = “probabilidad del suceso A”

verificando los siguiente axiomas (proposicioneslemostrables dadas por

validas)

1.0<sP(A)<1 DADD(Q)
2. P(Q) =1
3.SiAnB=0 P(AOB)=P(A) +P(B)

En estas condiciones, a la terf@, 0(Q), P s@ le denomina espacio de
probabilidad.

Propiedades de la probabilidad:

Pareceria logico que debiera tener las mismas gatages que la frecuencia
relativa, y asi va a ser, deduciéndose las mismdgsdires axiomas anteriores. Son las
siguientes:

1.- P(-A) =1-P(A) ,0A0O0(Q)
Demostracion:
Q=A0-A ,P(Q =P(A0-A)=P(A) +P(=A), de dondeP(=A) =1-P(A)

2-P@)=0

Demostracion:

[0 =-Q, entonces por el axioma anterior tenemos que
PO)=1-PQ)=1-1=0
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3.-Si AOB, P(A) < P(B)
Demostracion:
B=AO(B-A) = P(B)=P(A) +P(B- A = P(A) < P(B)

4.- P(AD B) = P(A) + P(B) - P(An B)

Demostracion:

AOB=AO(B-A = P(AOB)=P(A)+P(B-A)
B=(B-A)O(An B)= P(B)=P(B-A)+P(An B)

Restando las dos igualdades anteriores, se tiene
P(AOB)-P(B) =P(A) - P(An B), de donde se concluye que:
P(AOB)=P(A) +P(B)-P(An B)

Postulado de equiprobabilidad. Regla de Laplace

Cuando un experimento aleatorio tiene n sucesoseel@les y no existe ninguna
razon que favorezca la realizacion de uno respéettos otros, debe admitirse que
todos tienen la misma probabilidad y se llaman@gbables.

Si llamamos x a la probabilidad de uno cualquieralbs se debe cumplir, dado

queQ ={e,e,...e}, P(Q)=P(e) + P(e) +...+ P(g,) = X+X+ ... +X = n.x, es decir que

1=n.x, de dondg x = I/n

Ahora bien, dado un suceso cualquiera A, sabemesegta constituido por p
sucesos elementales (aquellos favorables a suceaeidn), por tanto siguiendo el

razonamiento anterior, sabemos que hel,:g,...,ep} y por tanto
P(A) = x+ x+...+ Xx= X.p, pero teniendo en cuenta que x=1/n, re$uidgdmente

Esta es la llamada Regla de Laplace que dEe: un espacio muestral
equiprobable, la probabilidad de un suceso es ladién entre el nUmero de casos
favorables (a la aparicion del suceso) y el de esagmsibles (todos los del
experimento).

Es de vital importancia resaltar que esta reglasédm se puede aplicar cuando los
sucesos elementales son equiprobables, por louquididad es restringida.

La combinatoria es muy util a la hora del calcudbrdimero de casos favorables y
posibles, a la hora de aplicar esta regla en niggtiproblemas.

Probabilidad condicionada:

A veces, el conocimiento de una informacién completaria o preliminar, hace
variar la probabilidad de un suceso.

Veamos un ejemplo ilustrativo de esta afirmacion:

Supongamos que tenemasa urna con 100 bolas distribuidas segun la sitgiie
tabla:

Rojas Blancas Totales
Madera 7 25 32
Cristal 32 36 68
Totales 39 61 100
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El experimento consiste en extraer una bola al &san los sucesos siguientes:

A= “salir roja”; B= “salir de madera”

Esta claro que se trata de un espacio muestrgbretpaible (no hay ninguna razén
para que me salga una determinada bola con masfreia que las demas) y por tanto
se puede aplicar la regla de Laplace, en cuyo caso

P(A) =39/100 P(B)=32/100 y PM)=7/100

Consideremos ahora el suceso “salir una bola deeraade entre las rojas”, o
expresado de otro modo “Si sabemos que la bolasajeees roja, que sea de madera”.
Evidentemente es un hecho seguro en el enunciddsudeso que la bola es roja, por
tanto tenemos una informacién preliminar o dicho ade modo, el suceso esta
condicionado por el hecho de que la bola es rogstA tipo de sucesos se les denomina
sucesos condicionados y se escriben asi:

B/A, leyéndose B condicionado a A. El suceso A @&sdndicion y B es el
condicionado.

En nuestro caso seria “salir de madera condicionas#w roja”.

Obsérvese que la probabilidad cambia ya que ecespauestral se reduce a las
bolas rojas, por tanto P(B/A) = 7/39.

Asi pues en general, podemos afirmar lo siguiente:

Dado que P(A) =%, en el caso de B/A, el espacio muestral pasarme se
Q a ser A, por tanto podemos afirmar que:
B/ A) = PANE)
P(A)

gue es la expresion que determina el valor dedbagtilidad condicionada.

De esta expresion se deduce @& n B) = P(A).P(B/ A )

Sucesos independientes

Dos sucesos A y B son independientes cuando laaegln de uno no influye en
la realizacion del otro, esto es que uno no coad&il otro a la hora de verificarse, por
tanto podemos afirmar que en este caso A/B = AAc=BB

Segun esto, si A y B son independientes se tieag?fé n B) = P(A).P(B)| que
es la expresion que los caracteriza.

Teorema de la probabilidad total y Teorema de Baye

Llamamos sistema completo de sucesos a un conjlersacesos incompatibles

entre s{A, A, A,....A},deformaqued = A OA O...0A,.

Consideremos un suceso X del experimento y tratele@veriguar su
probabilidad, suponiendo conocidas las de log las de X/A

Obviamente X (X n A)O(X n A)U...0(X n A), siendo las expresiones

entre paréntesis sucesos incompatibles, por tanto:

P(X)= ZK:P(X n A), ahora bien, sabemos qi¢X n A) =P(A).P(X/A )

i=1

Asi pues|P(X) = P(A).P(X/A)+P(A).P(XIA)+..+ P(A).P(X/A)
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llamado Teorema de probabilidad total.

Supongamos ahora que lo que queremos calculaas@mndbabilidades de los
sucesos AX.

P(A n X) _ P(A).P(X/A)
P(X) P(X)
y aplicando el teorema de las probabilidades tetake obtiene:

En este caso sabemos gReA / X) =

P(A)P(X/A)

DAL = B a) P(XT A) + PA)P(XT A+ P(A)P(XT A)

gue es el llamado Teorema de Bayes.

Es importante en los problemas de probabilidadarrde detectar un sistema
completo de sucesos para poder aplicar estos tasrem
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Ejercicios propuestos

1. Una bolsa contiene tres bolas (1 roja, 1 azul,ahdd). Se sacan dos bolas con
reemplazo, es decir, se saca una se observa yebe\aimeter en la bolsa, a
continuacion se saca la segunda bola. Represdné@pacio muestral: a) En
diagrama de arbol. b) listado; c) en red.

2. Calcular la probabilidad de sacar al menos una @azaado se lanzan al mismo
tiempo cuatro monedas.

3. Se lanza una moneda trucada en la que se saba guebkbilidad de obtener
cara es 2/3, y la de obtener curz es 1/3. Si salese escoge al azar un niumero
del 1 al 9; si sale cruz se escoge un numero al @gaal al 5. Calcular la
probabilidad de que se escoja un niumero par.

4. ¢Cuél es la probabilidad de obtener dos ases at das cartas sucesivamente
de una baraja de 40 cartas?

5. Calcular la probabilidad al lanzar un dado blanconydado negro, de que el
dado blanco salga con un nimero menor que treg tagguma de ambos dados
sea mayor que 9.

6. Se lanza una moneda. Si sale cara se saca undebote urna que tiene cuatro
bolas azules, tres rojas y tres verdes. Si sale sgusaca una bola de otra urna
que tiene cinco bolas azules, dos rojas y tresege@alcular la probabilidad de
sacar una bola roja.

7. Tres ciclistas a,b, y c intervienen solo ellos @a garrera. El ciclista a tiene
doble probabilidad de ganar que b y b doble proidaoi de ganar que c.
¢, Cuales son las respectivas probabilidades de gdngrc?

8. Se tiene un grupo de doce tornillos de los cualedre son defectuosos. Se
cogen dos tornillos al azar. Calcular:

a) Probabilidad de que los dos sean defectuosos
b) Probabilidad de que ninguno de los dos sea defeatuo
c) Probabilidad de que por lo menos de los dos undekegtuoso

9. Se ha cargado un dado de tal forma que la prodadilde salir un namero
cuando se lanza es proporcional al nUmero queGaleular:
a) La probabilidad de que salga niumero par o primo
b) La probabilidad de que salga numero impar primo.
c) La probabilidad de que salga niumero par pero moQori

10.Calcular la probabilidad de un suceso conociendolguisuma de su cuadrado
mas la del cuadrado del suceso contrario es ighé a
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11.En un conjunto de 10000 reclutas se ha comprobaddagproporcioon de los
cuatro grupos sanguineos O, A, B, AB es:
0=45% A=40% B=10% AB=5%
Cudl es la probabilidad de que eligiendo dos lbs eleatoriamente sean:
a) Ambos del tipo A
b) Ninguno del tipo A
c) Uno del tipo O y otro del tipo A
d) Que sean de tipos diferentes

12. En un grupo de alumnos, el 25% suspendieron lateriviicas, el 15% la
Quimica y el 10% ambas. Se pide:

a) Si un alumno suspendié la Quimica, ¢cual es lagmbdad de que
suspenda las Matematicas
b) ¢Cudl es la probabilidad de que suspendiera Matasa Quimica?

13. Sabemos que del suceso A, P(A)=3/8, y del sud@soP(B)=5/8, y
P(AUB)=3/4. Calcular: a)P(A/B) b(B7A)

14. En un juego de dados se apuesta por el 4. Seltolado y antes de ver el
resultado, nos dicen que ha salido par. Hallardaabilidad de ganar.

15.Una urna contiene seis bolas blancas y ocho negras.

a) ¢Cual es la probabilidad de que al extraer unadeadlanca?

b) Se extraen dos bolas simultaneamente. ¢ Cual ashalplidad de que
las dos sean blancas?

c) ¢\Varia el resultado si se extrae primero una ydlegtra:

1. Sin devolver la primera después de su extraccion
2. Devolviendo la primera después de su extraccion?
d) Se extraen siete bolas, ¢ Cudl es la probabilidafldesean exactamente
cuatro blancas si no se devuelve la bola despuéadieextraccion?
e) Se extraen cinco bolas. ¢ Cudl es la probabilidagudehaya al menos
una blanca.?

16.Se lanzan tres dados. ¢, Cual es la probabilidadelsajgan de forma que sumen
107?

17.Se lanza una moneda al aire dos veces consecui@agl es la probabilidad de
obtener al menos una cara?. Se se lanza 6 vecescatmas. ¢Cual es la
probabilidad de obtener al menos una cara?

18.Se lanzan al aire 8 monedas, ¢ cual es la probadbitld que salgan o todas caras
o todas cruces?

19. Se tienen tres urnas conteniendo: la primera 58shrojas y 50 bolas blancas, la
segunda 60 amarillas y 40 blancas, la tercera itfe8ey 30 blancas. Al sacar a
la vez una de cada urna, ¢ cudl es la probabilidapld ninguna sea blanca?
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20.Cual es la probabilidad de que al tirar cinco masedl aire queden mayoria
caras.

21.¢Cual es la probabilidad de torpedear un barcdersdd que sélo pueden
lanzarse tres torpedos y que la probabilidad derhalanco con un torpedo es
0,2?

22.Se escriben cinco cartas y sus cinco sobres comd@mtes introduciéndose
luego al azar las cartas en los sobres. Calculamolzabilidad de que cada carta
se haya introducido en el sobre que le corresponde.

23.Dados los sucesos Ay B de los que se conoce:
P(A) = 0,4, P(B)=0,3 y P@B) = 0,1. Calcular las siguientes
probabilidades: a) R(B). b) P(A/AUB) c) P(A/&AB) d)PA/B)

24.En un grupo de un colegio han suspendido las Mdiesséel 60% de los nifios,
la Fisica el 50%, y ambas asignaturos el 20%. Galda probabilidad de que
elegido un nifio al azar, haya suspendido las Mdteasa la Fisica o0 ambas.

25.Siendo A, B, y C, tres sucesos independientes deqi® se conocen sus
probabilidades: 0,2 ; 0,8 y 0,7 respectivamengc@ar:
a) P(AUB) b) P(AUC) c) P(AUBUC)

26.La probabilidad de que en los hogares de una poblaengan lavavajillas es
0,4, y de que tengan video es 0,3. Calcular tpgesites probabilidades:

a) Que tengan lavavaijillas y video

b) Que tengan lavavajillas o tengan video

c) Que en tres hogares elegidos al azar haya lavagajil
d) Que en dos hogares haya dos lavavajillas o doswvide

27.En un clinica se atienden soélo cuatro tipos dererddades: A, B, C, D.
La probabilidad de que un enfermo ingrese con cadade las cuatros es:
P(A)=0,2 P(B)=0,05 P(C)=0,6 P(D)=0,15
Las probabilidades de curacion de cada una deesdlas
P(CA)=0,8 P(CB)=0,75 P(CC)=0,2 P(CD)=0,3
Calcular la probabilidad de curacion de un enfegue ingresa en la clinica sin
conocer cual es su enfermedad.

28.En un estudio realizado sobre accidentes de auttea®e ha comprobado que

el 10% se debe a fallos mecanicos, el 60% a fallosanos y el 30% a defectos
en las carreteras.
Si designamos por A, B, C los sucesos “tener uidante por fallo mecanico”,
“tener un accidente por fallo humano” y “tener wtidente por fallo en la
carretera”. Calcular la probabilidad de que:

a) Un conductor tenga un viaje con accidente

b) Un conductor tenga un accidente debido a un fatodmico.
Supuestos conocidos las probabilidades del sucggener viaje con acciente),
condicionado por A, By C: P(V/A)=0,2 ; P(V/IB)32, P(V/C)=0,16
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29.Dos maquinas M1 y M2 han fabricado respectivam&@y 200 piezas. Se ha
comprobado que M1 produce un 5% de piezas defetugsM2 un 6%.
Tomando una de las piezas fabricadas, se pidelaalcu
a) Probabilidad de que sea defectuosa
b) Sabiendo que es defectuosa, probabilidad de quegeaade la maquina
M1

30. Se tienen tres urnas con el siguiente contenido:
La A tiene tres bolas rojas y cinco blancas, laoB ldolas rojas y una blanca, la
C dos bolas rojas y tres blancas. Se elige unaalrazar y se saca una bola. Se
pide, calcular si la bola es roja la probabilidadydie proceda de la urna A.

31.Un avion realiza diariamente el mismo servicio. algticamente se ha
comprobado que la probabilidad de accidente esidiniebla es 0,002 y en dia
con niebla es 0,01. Cierto dia de un mes que h8bdids sin niebla y 12 con
niebla, se produjo accieente. Calcular la probddnilide que el accidente haya
ocurrido:
a) En dia sin niebla
En dia con niebla

32.Una bolsa contiene seis bolas numeradas con losnogm,2,3,4,5,6. Se pide:
a) ¢Cual es la probabilidad de que al tomar dos lasilensus nimeros sea
par?
b) Al tomar tres. ¢ Qué probabilidad hay de que sun?en 9
c) Al tomar primero una, devolverla a la bolsa, y liegra, ¢cual es la
probabilidd de que se obtenga un nimero par yiwgpar

33.Se lanzan tres monedas al aire simultdneamente
a) ¢Cual es la probabilidad de que las tres salga? car
b) ¢Cudl es la probabilidad de que salgan dos caraa gruz?

34.¢Cudl es la probabilidad de obtener al menos uteézar dos dados?

35.En la Facultad de Ciencias, en el primer curso25b de los estudiantes
suspendieron Matematicas, el 15% suspendié Quimieh 10% suspendid
ambas. Eligiendo un estudiante del primer cursesta Facultad al azar, se
pide:

a) Si suspendié Quimica, ¢cual sera la probabilidadjui suspendiera
Matematicas?

b) Si suspendi6 Matematicas, ¢cual es la probabilidadue suspendiera
Quimica?

c) ¢Cual es la probabilidad de que suspendiera Maiteanat Quimica?

36. En la provincia de Valencia la media de diasa@ezn el mes de Julio es de 25
dias. Calcular la probabilidad de que dos diasemrisvos haga sol.
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36.Considérese el experimento consistente en anotsexel de los tres primeros
hijos de una familia numerosa cualquiera. Se pide:
a) Describir el espacio muestral mediante un diagrdenarbol.
b) Describir el suceso A={ primer hijo varén o tercésembra}

37.De una baraja se separan cuatro cartas: un asotaaun caballo y un rey. De
esas cuatro cartas, se eleign dos al azar, unatteag sin devolucion. ¢ Cuantos
elem,entos tiene el espacio muestral? Describasenigho mediante un
diagrama en arbol.

38. SeaQ = {a,b,c} un espacio muestral. Definase una priioaol p: Q - O, tal
gue los sucesos elementales no sean equiprobBlelgsués hallar P{a,b}

39.SeaQ = {a,b,c} un espacio muestral. Definase una apia p:Q - 0O que
cumpla p(a)+p(b)+p(c) = 1, pero que no origine prababilidad.

40.Hallese la probabilidad de que en un lanzamientondéado perfecto la suma de
las caras laterales y la cara superior valga 18.

41.Hallese la probabilidad de que en un lanzamientendgado perfecto la suma de
las caras laterales sea 14. (Supdngase que seoparestas 1y 6,2y 5,3y 4)

42.Si un dado perfecto se lanza dos veces, ¢qué plidhdbhay de que ambas
veces resulte el mismo numero?. ¢Y de que la sagued resulte un nimero
mayor que la primera?

43.Se lanzan dos dados no trucados. Hallese la piazabide los siguientes
sucesos:

a) A={el producto de tantos obtenidos vale 17}
b) B={la suma de tantos obtenidos es mayor que elyatod

44.Un dado ha sido trucado de tal modo que p(1) =p@8B) = p(4) =x>, p(5) =
-X, p(6) =-2x. Héllese x y la probabilidad d#ener impar en un lanzamiento.

45.Un jugador se construye un dado de modo que loserosmpares sean
equiprobables, los impares también, pero la prdibdali de obtener par sea el
doble de la de obtener impar. ¢Qué probabilidad deybtener un namero
menor que 4 en un lanzamiento?

46. Se elige al azar una ficha del dominé. Halleseddabilidad de que la suma de
puntos de la misma sea mayor que 5 y menor que dlledd tambiénla
probabilidad de que la ficha obtenida tenga uneis cinco pero no ambos.

47.Se elige al azar un entero entre 1 y 850 (inclgshtallar la probabilidad de que
el nimero elegido sea:

a) Multiplo de 4 b) Impar o cuadogukerfecto
c) No multiplo de 5 d) Acabado en 1
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48.Hallese la probabilidad de que al elegir un nungeré cifras resulte un capicua.

49. Se elige al azar un numero natural menor que 180es¢ la probabilidd de que
el resto obtenido al:

a) Dividir por 10 valga 9 c) Davi por 8 valga 5
b) Dividir por 7 valga 7

50.En una urna hay 50 bolas entre blancas, verdesgsas. Suponiendo que son
indistinguibles al tacto, ¢cuantas hay de cadarcelosabemos que la
probabilidad de sacar una verde es 2/5 y la da@xtregra es 1/10?

51.En una urna hay 50 bolas entre blancas, verdesgsas. Suponiendo que son
indistinguibles al tacto, ¢cuantas hay de cadarcelosabemos que la
probabilidad de sacar una blanca es 2/5 y la daexbegra es el doble de la de
obtener verde.

52.Un coche lleva una alarma que se desconecta polsaracierta secuencia de
cuatro cifras distintas. ¢Qué probabilidad hay deseguir desconectarla
pulsando 9 cifras distintas?
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TEMA VI. CADENAS DE MARKOV
Definicién

Una cadena de Markov es un experimento que seaeaii un numero infinito de
etapas, bajo las siguientes condiciones:

1°) En cada etapa solo pueden producirse un nufir@to de sucesos que
denominaremosstadosy representaremos pori{e, ... ,&}

2°) Si llamamos Ral resultado del experimento en la etapa p fRede ser
cualquiera de los k estados), se verifica:

P(Rv+1=@ / Ry, Rict, ... , R, Ri) = P(Rv1i=a / Ry)

Esto quiere decir que la probabilidad de que en etapa se produzca como
resultado un estado determinado, sabiendo el agulde las etapas anteriores,
solamente depende del resultado de la etapa intapdiate anterior. Esta propiedad se
denomina propiedad de Markov oclrencia historica

Si la probabilidad de una etapa, no depende detémiar, la cadena de Markov se
dice que es homogénea.

Ejemplo: En un pueblo, al 90% de los dias soledelasgguen dias soleados, y al
80% de los dias nublados le siguen dias nubladms. eSta informacion modelar el
clima del pueblo como una cadena de Markowv.

Cada etapa es un dia. Los estados son dos {N,iS}des N ="dia nublado” y
S="dia soleado”.

Esta claro, segun el enunciado anterior que. /2B / R, Ry.1,...,R), esto es que
el tiempo que haga mafana (etapa n+1) va a depsptenente del que haga hoy
(etapa n) y para nada necesitamos conocer lo quadantes de ayer.

Sabemos que P{R=S / R=S)=0,9 ; P(R1=S/R=N)=0,2;

P(R.+1:=N/ R=S)=0,1y P(R.:==N/ R,=N)=0,8.

Estamos ante una cadena de Markov, pues el expgdnse puede realizar en
infinitas etapas (dias), ocurriendo en cada etays (d° finito) sucesos S y N con
probabilidades que solo dependen de lo ocurrida etapa anterior.

Probabilidades de transiciéon

Segun lo visto anteriormente, nos van a interesapifobabilidades de que ocurra
cierto estado en la etapa n+1, sabiendo lo ocueida etapa n, por tanto estamos
hablando de la probabilidad siguiente:

P(R.+1=g / Ry=6)

Es decir, la probabilidad de que en la etapa ntira®, sabiendo que en la etapa
anterior n ha ocurrido.eA estas probabilidades, cuandy &, toman todos los valores
posibles {g, &, ... ,&}, se les denomina probabilidades de transiciése yepresentan
por . (Obsérvese que el primer subindice correspondestado n y el segundo al
estado n+1). Hay tantas probabilidades de tramsmidno parejas ordenadas de estados
podamos formar, es decir kxk.



Tema VI. Cadenas de Markov 52 Métodos Estadisticos

Es comodo representar las probabilidades de tiansien forma de matriz
cuadrada, donde las filas indican los estados etafza n y las columnas los estados en
la etapa n+1.

En nuestro ejemplo anterior del clima, la matrizrdesicion seria:

09 O . L .
—(02 Og donde la primera fila indica que en la etapa oiah@ol y la
segunda indica que hacia nublado. Por el contlafgwimera columna indica que en la
etapa n+1 hacia sol y la segunda columna indicdgci@ nublado.
Obsérvese que la suma de todos los elementos déilajnauma 1. Esto va a

ocurrir en todas las matrices de transicion decaigena de Markov.
Grafos asociados a una cadena de Markov

Otra forma de representar los estados y las pridedes de transicion, suele
realizarse mediante los llamados grafos, que demsien unos nodos que son los
estados y unas flechas entre éstos indicando sellas las probabilidades de
transicion. Todas las flechas que salen de un hadale sumar 1.

El grafo de nuestro ejemplo seria:

o,tl!: N 02 %S_t{)g

Otra forma de representacion grafica de una cadenilarkov es el conocido
arbol, pero solamente es operativo de la etapai€ial) a la etapa 1, y se complica
cuanto mayor sea el numero de estados.

Transiciones a mas de una etapa:

Hasta ahora podemos conocer la probabilidad de stade en una etapa
conociendo el anterior, pero ¢podemos averigugrdhabilidad de los estados en la
etapa n+r, a partir de la etapa n?.

Veamoslo en el caso més sencillo, para r=2

P(R.+2=g / R\=8)

Si planteamos el arbol de la situacién, veremos que

P(Ri+2=6 / Ry=8)=P(R..z=g / Rr.:=€1). P(R.1=€1 / Ri=a)+ P(Ruz=§ /| Ry.1=¢)
P(R1=&/ R=€)+...+ P(R:2=6 / Ry.1=6&). P(Ri.1=6 / Ri=8)= p1j.pia+P2j. Pt ... +Pxj- Pix

Este es el valor que resultaria en la posicioe ipdmatriz P.P.

En general se tiene que las probabilidades deit¢i@dnspara r=2, son los
coeficientes de la matriZP

En general las probabilidades de transicién déglgaen a n+r, vendra dado por P

En nuestro ejemplo anterior, si quisiéramos sameptobabilidades de transicidon
al cabo de tres dias, por ejemplo, harianfoso resultado es:

0781 0219 ; Qué quiere decir esto?. Pues, por ejemplo, que la
0438 0562) << = 1 - P AR A

probabilidad de que dentro de tres dias haga ablersdo que hoy hace nublado es
0.438, ya que se sigue el mismo criterio para filaslumnas que en P.

3 —
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(Nota.- Las potencias de P o los productos de castrios realizamos en Excel con la funcién
MMULT., dentro de las funciones Matematicas y trigmétricas. Recuérdese que la salida de datos de
una matriz se efectta con la combinacion de testfgpsente: ctrl.+Mayulsculas+Enter)

Tipos de estados.-

Dados dos estados g, se dice que;&omunica con;esi existen n,m>0, tales
que p™>0 y gi™>0, estos es de que exista alguna probabilidadidepmrtiendo de,e
llegar al estado;@n cierto nimero de etapas y viceversa

Si en una cadena de Markov todos los estados santcen entre si, se llama
irreducible y no se puede descomponer en subcad#mpequenas.

Un estado se llama absorbente cuandd pEn este casq; =1 para todo valor
de n, por lo que el estadp e comunica con ningun otro estado, con lo cualgpo
mismo es una subcadena.

Distribucidn estacionaria y distribucion limite.

Partimos de una etapa inicial que representarerap®.pEn ese momento los
estados tienen una probabilidad determinada poreetor ¢ =(?,?.....al?).
llamado distribucion inicial de la cadena. Estasnponentes representan las
probabilidades de que se verifiquen los estadgsfe... ,@} en el instante inicial.

Gracias a las propiedades de las cadenas de Madeowuede demostrar
faciimente que la probabilidad de los estados lad ¢ n etapas e€4P", obteniéndose
otro vector de distribucién de probabilidd®=d® P = (™, ™.....a™M).

En muchas ocasiones ocurre que existe un valoralgartir del cual se verifica
que ¢V = ™ en cuyo caso la distribucién de probabilidad stacona, es decir que
siempre vale lo mismo a partir de esa etapa n.chaddistribucion se le denomina
estacionaria o situacion estable de la cadenale/representa por q=(qp,...,¢k). Para
averiguar g, tenemos en cuenta que®i=gf™" =q , puesto que G= " P, resulta
g = g.P, de donde se obtiene un sistema de eceacigoue unidas, a la ecuacion

k

Zqi =1, resulta un sistema compatible determinado (s@tudcinica) cuya solucion
i=1
determina el vector de probabilidad estacionaria g.

Se llama distribucién limite, al limite de los veets ¢”, cuando n tiende a
infinito siempre que este limite exista. Es obvie i una cadena posee distribucion
estacionaria, ésta ha de coincidir con la distidoutimite.

Ahora bien, si la cadena es irreducible, se padidmar que existe distribucion
estacionaria y por tanto coincidira con la distcida limite.
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Ejercicios propuestos de Cadenas de Markov

1°) El ascensor de un edificio con bajo y dos pireadiza viajes de uno a otro
piso. El piso en el que finaliza el viaje n-ésimel dscensor sigue una cadena de
Markov. Se sabe que la mitad de los viajes queepal¢l bajo se dirigen a cada uno de
los otros dos pisos, mientras que si un viaje comaieen el primer piso, sélo el 25% de
las veces finaliza en el segundo. Por altimo, dirayecto comienza en el segundo piso,
siempre finaliza en el bajo. Se pide:

a) Calcular la matriz de probabilidades de transiciéria cadena

b) Dibujar el grafo asociado

C) ¢, Cuadl es la probabilidad de que, a largo plazasetnsor se encuentre
en cada uno de los tres pisos.

2°) Un agente comercial realiza su trabajo endiggades A, B y C. Para evitar
desplazamientos innecesarios esta todo el diaa enidma ciudad y alli pernocta,
desplazandose a otra ciudad al dia siguiente, §ene suficiente trabajo. Despues de
estar trabajando un dia en C, la probabilidad ertgue seguir trabajando en ella al dia
siguiente es 0,4, la de tener que viajar a B ey (edde tener que ier a A es 0,2. Si el
viajante duerme un dia en B, con probabilidad d2@¥ tendra que seguir trabajando
en la misma ciudad al dia siguiente, en el 60%de&asos viajara a C, mientras que ira
a A con probabilidad 0,2. Por dltimo si el agemenercial trabaja todo un dia en A,
permanecera en esa misma ciudad, al dia siguiemieuna probabilidad 0,1, ird a B
con una probabilidad de 0,3 y a C con una protudlde 0,6.

a) Si hoy el viajante esta en C, ¢cual es la prolouilide que también
tenga que trabajar en C al cabo de cuatro dias?
b) ¢,Cuales son los porcentajes de dias en los qgemieacomercial esta en

cada una de las tres ciudades?

3°) Suponga que toda la industria de refrescoym®dlos colas: Coca Cola y
Pepsi Cola. Cuando una persona ha comprado Coeah@pluna probabilidad de 90%
de que siga comprandola la vez siguiente. Si unsopa comprd Pepsi, hay 80% de
que repita la vez siguiente. Se pide:

a) Si una persona actualmente es comprador de Pe@sial ¢es la
probabilidad de que compre Coca Cola pasadas aagras a partir de hoy?

b) Si en la actualidad una persona es comprador da Cola. ¢ Cual es la
probabilidad de que compre Coca Cola pasadasdmepras a partir de ahora?

C) Supongamos que el 60% de toda la gente toma hoy Cola y el 40%
Pepsi. A tres compras a partir de ahora, ¢Quéidrmate los compradores estara
tomando Coca Cola.

Determinar el estado estable.
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4°) La cerveceria mas importante del mundo (Gujressontratado a un analista
de investigacion de operaciones para analizar sicipo en el mercado. Estan
preocupados en especial por su mayor competidoné€kien). El analista piensa que el
cambio de marca se puede modelar como una cadeMdadev incluyendo tres
estados, los estados G y H representan a losadieute beben cerveza producida por
las mencionadas cervecerias y el estado | repeesmids las demas marcas. Los datos
se toman cada mes y el analista ha construidaylaesite matriz de transicion de los
datos historicos.

G H I
G 0,7 0,2 0,1
H 0,2 0,75 0,05
I 0,1 0,1 0,8

¢, Cudles son los porcentajes de mercado en el eststdble para las dos
cervecerias grandes.?

59 En una comunidad hay 3 supermercados (S1,32x&te la movilidad de un
cliente de uno a otro. El 1 de septiembre, ¥4 dellentes va al S1, 1/3 al S2 y 5/12 al
S3 de un total de 10.000 personas. Cada mes eli8dea el 90% de sus clientes y
pierde el 10% que se va al S2. Se averigué qu2 sb retiene el 5% y pierde el 85%
gue va a S1y el resto se va a S3, el S3 retidoeekd0%, pierde el 50% que va al S1y
el 10% va al S2.

a) Establecer la matriz de transicion

b) ¢, Cudl es la proporcién de clientes para los supeades el 1 de
noviembre?

C) Hallar el vector de probabilidad estable.

6°) Los consumidores de café en el area de Pomteusdn tres marcas A, B, C.
En marzo de 1995 se hizo una encuesta en lo quevistd a las8450 personas que
compran café y los resultados fueron:

Compra en el siguiente mes TOTALES

Compra Marca A Marca B Marca C
actual

Marca A = 507 845 338 1690
1690

Marca B = 676 2028 676 3380
3380

Marca C = 845 845 1690 3380
3380

TOTALES 2028 3718 2704 8450

a) Si las compras se hacen mensualmente, ¢cual sehiatriducion del
mercado de café en Pontevedra en el mes de junio?

b) A la larga, ¢.como se distribuiran los clientes afé?

C) En junio, cual es la proporcién de clientes lealssis marcas de café?
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TEMA VII. VARIABLE ALEATORIA

Definicidon.- Un conjunto se dice numerable cuando es finitwm@ndo se puede
poner en correspondencia biunivoca con el conjdattos nimeros naturales, en cuyo
caso se dira que es infinito numerable.

En caso contrario se denomina conjunto no numerable

Son conjuntos numerables, por ejemplo, los nUmamteEros, los racionales. No lo
son los numeros reales o cualquier intervalo real.

Variable aleatoria.- Se denomina asi a una funcién definida sobre uacesp
muestral asociado a un experimento aleatorio, tpenza valores en R, es decir que
lleva sucesos elementales en numeros reales.

X:Q - R, de forma que X(E=Xx;.

La variable aleatoria no es Unica y se define sierap funcién de los sucesos que
se desean estudiar.

Ejemplo de variable aleatoria: En el experimenitzda una moneda, una variable
aleatoria seria asignarle 0 al suceso cara yucaks cruz,

En el experimento aleatorio lanzar cinco monedagyaria definir la siguiente
variable aleatoria: X="nimero de caras”. Es obvie dps valores posibles que podria
tomar X serian 0,1,2,3,4,5. A este conjunto de realonuméricos se le denomina
Recorrido de la variable aleatoria.

Si el recorrido de una variable aleatoria es finitmfinito numerable, la variable
aleatoria se denomina discreta. Si por el contr@rieecorrido es un intervalo de R le
llamaremos variable aleatoria continua.

Un ejemplo de variable aleatoria continua es éstezamos un dardo a una diana
y definimos la variable aleatoria X="distancia depacto al centro de la diana). Es
obvio que el recorrido de esta variable aleatosi@lantervalo [@p] que constituye un
conjunto no numerable.

Funcion de masa de probabilidad de una variable attoria discreta X.-
Se trata de una funcidn que toma valores en elrnidoode la variable y los
alcanza en R, concretamente en el intervalo [0,1].

f:R-[o1],
de tal modo que f(x= P(e/ X(e)=x;), 0 abreviadamente P(Xgx

Propiedades de la funcién de masa de distribucion:
a) 0< f(x) <1 Ox ORec(X)

b)Z)g =1

Ejemplo:

Supongamos el experimento aleatorio, arrojar cimomedas al aire. Sobre el
espacio muestral definimos la variable aleatoridnémero de caras”. El recorrido de
Xes

{0,1,2,3,4,5}. Si f es la funcion de masa de proliddd de la v.a. X, f(2), por
ejemplo, toma el valor de la probabilidad del sacekemental asociado al valor 2



Tema VII. Variable aleatoria 58 Métodos Estadistico

mediante X, esto es la probabilidad de que salgancdras (y tres cruces), cuyo valor
es 10/32, de este modo tendremos que:

f(0) = 1/32; f(1)=5/32; f(2)=10/32; (3)=10/32; §=5/32; f(5)=1/32.

Cualquier valor que no esté en el recorrido de efjdth como masa de
probabilidad 0.

La funcibn de masa de probabilidad solo es aplkcablvariable aleatorias
discretas, y para v.a. finitas poco numerosasesuehir representada mediante una
tabla.

Si tomamos como ejemplo, lanzar tres monedas wideds la v.a. X="namero de
caras”, el recorrido de X seria 0,1,2,3, obtengio a

Tabla 1

@ |ccc|ce+|c+c| +cc| cH+ | +C+ | ++C | +++
xij]3|] 2] 2| 2| 1| 1| 1] O

La funcién de masa de probabilidad sera:

Xi 0 1 2 3
f(x)) 1/8 3/8 3/8 1/8

La funcién de masa de probabilidad puede representaediante graficos por
medio de los diagramas de barras en las variabtagisticas unidimensionales.

Funcion de distribucién de una variable aleatoria @creta X.- Esta funcion
puede definirse como la funcién de masa de praddadilacumulada hasta el valor
correspondiente, incluido éste. La representarenemiante F.

Por tanto:

F:R - R/F(x) :z f (%) ; En general se define:
k=1

P

F(x) = Z f (%), siendo x el mayor valor del recorrido de X, menor que X.
i=1

Propiedades de la funcién de distribucion:

a) Es una funcién escalonada mondétona creciente

b) F(x) = 0, si x es un valor inferior al minimo deslgalores del recorrido
de X

C) F(x)=1, si x es un valor superior al maximo de\atores del recorrido
de X.

d) Su grafica es escalonada.

e) Es continua en x/ f(x)=0 y discontinua en x / &)

Medidas caracteristicas de una variable aleatoriaidcreta.-

Media o esperanza matematica

elx]= 3 5.1 (x)
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Varianza

a* =Y (% - E[X]1 (x)
Desviaic:ilén tipica

0=\/§1‘,(>§ ~E[X]P.f ()

Se pueden definir los momentos respecto al origeonyrespecto a la media, de
orden p, resultando sus valores iguales que easel de una variable estadistica; basta
sustituir las frecuencias relativas por los valatesa funcion de masa de probabilidad.

Operaciones con variables aleatorias discretas:
OPERACIONES CON VARIABLES ALEATORIAS DISCRETAS
SUMA
Sean X, Y dos variables aleatorias discretas alfiisobre el mismo espacio
muestrak, de modo que:
X:Q -5 R con X(@ =X ; Y: QR conY(e =V
Definimos la variable X +Y:Q - R de modo que X+Y (=X + Vi

En estas condiciones se verifica:
a) E[X +Y]= E[x]+E[Y]
b) 0., =0 +0,"+20,

Demostracion a)

EDXCHYT = (6 W) f =% 6+ y 6 =3 %6+ Dy, = E[X]+ E[Y]

Demostracién b)

SIx+y) =+ 9] £ =Y =R+ = 9] £ =D =06, +3 (3, -9, +

2Z(Xi - X)(Y| - y) fi = sz + Jyz + 20-><y
i=1

Analogamente se demuestra que XEY] = E[X]-E[Y] y

2 _ 2 2
o, =0, +t0, -20,
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PRODUCTO POR UNA CONSTANTE

Sea X una variable aleatoria discre¥a: Q - R con X(@ =% .Seaaun
namero real. Defino la siguiente variable aleatoria

axX:Q-R con a.X(@ = ax

Resultaque: a) E[a.X]=a.E[X]
b) o,°=a’c,’

La demostraciéon de ambos resultados es trivial.

SUMA DE UNA CONSTANTE

Sea X una variable aleatoria discre¥a: Q - R con X(@ =X .Seaaun
namero real. Defino la siguiente variable aleatarla+a:Q - R con X+a(@ =
xita. Podemos considerar a como una variablecale@atonstante. Es obvio que a = a
yqueo, =0 , por lo que teniendo en cuenta las an&sigroposiciones, resulta

que E[X+a]=E[X]+a y queo,.’=0’.

De este ultimo resultado se deduce que si tenemas variable aleatoria
bidimensional, donde una de ellas es constanteMarianza es 0

VARIABLE ALEATORIA POLINOMICA DE GRADO 1

Sea X una variable aleatoria discre¥a: Q - R con X(@ =% .Seanay
b dos niUmeros reales. SeaY = a.X + b. Teniemdouenta los resultados anteriores
se tiene que :

a) E[Y]=a.E[X]+b b)o,’ =a’c}

X

Variable aleatoria continua. Funcién de distribucin

Ya vimos que la diferencia existente entre una #liscreta y continua venia
determinada por la naturaleza del recorrido deiteibn. Si este recorrido era finito o
infinito numerable, la v.a. era discreta. Si, plocantrario, el recorrido era un intervalo
de R, la v.a. se llama continua.

Segun esta definicibn, carece de sentido hablarfutheion de masa de
probabilidad y por tanto se considera como valdride que la probabilidad de
cualquier suceso elemental del espacio muestrid,O0véPuede razonarse utilizando la
regla de Laplace).

No obstante, si puede definirse la funcion de itigtion, esto es:
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F:R- R,demodo qué(x)=P(X<x), OxOR

Si el recorrido de la variable es el intervalo [a#é dan las siguientes propiedades:
a) F(x)=0,0x<a

b) F(x)=10x=b

C) Six <X F(X)=F(x)=P(x <X <Xx,)

d) Su representacion gréafica es la de una funcién maad&reciente y continua.

Funcion de densidad de una variable aleatoria comtua:

Se define dicha funcion, como la derivada de lacifim de distribucion en
aquellos puntos en que ésta Ultima sea derivable.

f(X) =F'(x)

Teniendo en cuenta esta definicién, se desprerdesiguientes propiedades:

a) f(x)= 0 (Es una funcion no negativa. Su gréafica siempté& psr encima del
eje X.

b) Por el teorema fundamental del calculo diferané (x) :J' f (t)dt= P(X<x)

b
c) Por laregla de Barro%'/f (X)dx=F(b)-F(a) =1

Medidas caracteristicas de una variable continua:

+o0

Media o esperanzg = J'x.f (X)dx, siendo f la funcién de densidad.

—o00

Varianza o’ = j (x— )2 f (x)dx

Desviacion tipica g =0
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS PROPUESTOS DE V.A. DISCRETA

1) Un experimento aleatorio consiste en lanzar unaeai@ial aire 3 veces. Sea x la
variable aleatoria que indica el nUmero de carssnidas.
a) Hallar el espacio muestral y definir la variableadbria X.
b) Hallar la funciéon de masa de probabilidad de X futecién de distribucion.
c) Calcular la probabilidad de los sucesos (X>1) (43X

2) Una urna contiene cuatro bolas negras y dos blaGcasideremos el experimento
aleatorio que consiste en extraer tres bolas gsmldcion) de la urna. Definir la
variable aleatoria X “nimero de bolas negras obtesii
a) Hallar la funcién de masa de probabilidad y deritistion de la v.a. X.

b) Calcular la probabilidad de los sucesos ( X <(2¢9> 2)

3) Dada la variable aleatoria X y la funcién de masg@bbabilidad
X -2 -1 0 2 4

1/
f(x) 1/8) 1/6| 3/8| 1/4,

a) Calcular la esperanza, varianza y desviacion tigécx
b) La funcion de distribucion.

4) Hallar el valor de a en las siguientes distribuesde probabilidad

X 1 /2| 3 4 x| O 2 3 4 5
fx) | 02| a| 3a 0,4 gx)|a |3a| 2al 3a a

En ambos casos hallar la funcidn de distrirugilos parametros
5) Una variable aleatoria X toma los valores 1, 2,43y su funcion de masa de probabilidad
esta dada por la tabla siguiente:

x |1 |[2]3] 4
f(x) | 1/8 | % | % | 3/8

Se pide:
a) La funcion de distribucién y su gréfica.
b) La esperanza matemética y desviacion tipica.

6) Considerese la variable aleatoria cuya funciémasa de probabilidad es la siguiente:
X 2|11 |3 |5
f(x) | 1/7]1/8| 1/9]| a

a) Hallese el valor de a y la esperanza matematica.
b) Suponiendo que F es la funcién de distribucioriebalF(2)

7) Hallese la funcién de distribucion, la media, y#aianza, de una variable aleatoria X cuya
funcién de masa de probabilidad es la siguiente:

Xi -1 1051 2
f(x)10,6]02]01|0,1
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8) La funcion de distribucion de una variable aldates:
0 si x<-1
1/2 si -1<x<2
F(X)=4 3/5 si 2<x<3
6/7 si 3<x<4
1 si x=24
¢, Qué valores toma dicha variable aleatoria?. Héafuncion de masa de probabilidad.

9) La funcidn de distribucién de una variable aleatoties:
0 si x<1
1/4 si 1<x<2
F(x) = :
1/3 si 2<x<3
1 si 3<x
Calculese:

a) P(x<3) b) PA<X <3 c)P(x>g) d)PQA<x<3) e)Pl=sx<3

10) La funcion de distribucién de una variable aldatistres:
0 si x<2
1/3 si 2<x<4

F(x) = .
2/5 si 4<x<6

1 si 6<X

¢Qué valores toma X?. Hallese su funcibn de masaprdbabilidad, y calclulense
P25<X <5 y P(2<X55)

11) Se efecttan tres lanzamientos de una monedgigdese
a) Definir la variable aleatoria X que describe el mfionde caras obtenidas.
b) Hallar la funcién de masa de probabilidad de X
¢) Representar graficamente la funcion de distribudiéix.

12) Un jugador lanza dos dados, y cobra tantos euno® veces aparezca el 1. Describase ese
juego mediante una variable aleatoria. ¢ Resultalsknparticipar en el juego si para ello hay
que pagar 3 euros por tirada?

13) Para participar en un juego se exige pagar 5Geuoptirada. El juego consiste en lanzar
dos dados y formar el nimero de dos cifras magigrposible con los resultados obtenidos. Se
cobran tantos euros como indica ese nimero. Se pide

a) Describir el juego mediante una variable aleatoria.

b) Hallar la correspondiente funcién de masa de piibidad.

c) ¢Resulta favorable al jugador participar en elgeg

14) Se elige al azar una ficha del doming, y se cenaidth variable aleatoria que describe la
suma de puntos que aparecen en la ficha. Se pide:

a) Hallar la correspondiente funcién de masa de pribdat.

b) Calcular la media, la varianza, y la desviacidittp

15) Se lanza una moneda, tantas veces como sea neckaata que aparezca una cara o hayan
salido cinco cruces consecutivas, en cuyo casoa®a!| experimento.
a) ¢Qué valores toma la variable aleatoria “nUmerordees”?. Hallese la correspondiente
funcién de masa de probabilidad.
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b) Hallese, también, la funcién de distribucion, yadigy cuél es la probabilidad de obtener
un maximo de tres cruces en el experimento.

16) En una loteria hay premios de 500000 euros, peed@o50000 euros y premios de 10000
euros. Las probabilidades de obtener cada unolake s#n, respectivamente, 0,0001, 0,002, y
0,007. Suponiendo que se vendan todos los billesda billete habra dejado 180 euros de
ganancia bruta a los organizadores. ¢ Qué cuestilaia?

17) Sea X la variable aleatoria que describe el matwrlos nameros obtenidos en el
lanzamiento de dos dados. Hallese la correspomdieimcion de distribucion y hagase una
representacion grafica de la misma.

18) Un dado ha sido trucado de modo que la probadilide cada cara sea inversamente
proporcional al nUmero que aparece en la mismdeeis, la funcion de masa de probabilidad
para un lanzamiento es:

Xi 1 |2 |3 |14 ]5]| 6

f(x) | k/1 | k/2 | ki3 | k/i4 | kI5 | ki6

a) Hallese el valor de k

b) Un jugador lanza el dado y cobra tantos euros comdmue el niumero obtenido,
¢ Cuanto debe pagar por tirada para que el juegegséativo?

19) En una urna hay cinco bolas sefialadas con el miimetos sefialadas con el n° 2, y cuatro
con el 3. Se considera el experimento consistamtex&raer una bola para mirar el niamero.
Hallese la funcion de masa de probabilidad, la megila desviacion tipica asociadas a la
variable aleatoria que describe el experimento.

20) Una persona trabaja en una empresa en cuyos édredeno puede aparcar. Si lleva el
coche al garaje, tiene que pagar 1,80 euros, ragqtre si aparca en lugar prohibido, le pueden
poner una multa de 3 euros, con probabilidad “2éd€rtesulta mas ventajoso?

21) Se exigen x euros por participar en este juegda®g un dado y se cobran tantos euros
como indique el nimero obtenido elevado al cuadrado
a) Describase el juego mediante una variable aleayodieterminese su funcién de masa
de probabilidad.
b) ¢Para qué valor de x el juego es equitativo?

22) En una bolsa hay 30 bolas iguales, quince coarakno 1, ocho con el 5, cinco con el 25, y
dos con el 50. Se saca una bola al azar y se ctdomns euros como indique el numero que hay
en ella.

a) Determinar la funcién de masa de probabilidad spwediente.

b) ¢Es rentable participar en el juego pagando 5 gumogigada?

c) ¢Cual es la probabilidad de lograr 20 euros dergémaeta en una jugada?

23) Un jugador lanza dos monedas. Gana 5 euros s@gados caras, 2 euros si aparece una
cara, y paga 10 euros si salen dos cruces. Suplanggre no se paga entrada ninguna por jugar,
¢Jresulta rentable hacerlo?

24) Considérese el experimento consistente en lanzatrac veces una moneda. Sea X la
variable aleatoria “nimero de caras obtenidaspiGe:

a) La funcion de masa de probabilidad de X

b) La esperanzay la varianza de X

25) Se lanzan dos dados, y se llama X a la variallat@ia que describe el nimero total de
puntos conseguidos. Se pide:
a) La funcién de masa de probabilidad de X
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b) La funcion de distribucion de X, y la probabilidéel obtener un maximo de 9 puntos.

26) Una variable aleatoria X tiene por valores los efon naturales del 1 al 100, y su funcion
de masa de probabilidad f(x) esta dada por:

f0g = [ si x0{123...103
0 si x0{123..100
Hallar la media de la variable X

27) Un alumno de un IES dice haber inventado el sigaigiego para dos: Cada jugador lanza
dos monedas y el que obtenga mayor nimero de calas un euro del otro por cada cara de
mas obtenida (si hay empate, nadie paga). Est@afijue es el campeon indiscutible en ese
juego, y reta a todos los alumnos de su institujoeacada uno juegue con él diez partidas. El
reto es aceptado por todos, aunque nadie sabe mguelailas monedas con que jugara el
tramposo esté trucada de tal forma que la problabilde lograr cara con la misma es el doble
de la de obtener cruz.

Suponiendo que hay en el instituto 300 alumnosyg pdos van a jugar con monedas no
trucadas, ¢,qué cantidad de dinero es de esperaedjese este alumno a sus arcas?

28) Una ruleta contiene 37 numeros, de 0 a 36. Hayhasienaneras de apostar, pero nos
fijamos en un jugador que hace apuestas a numaiogst “Si deposita una ficha sobre un
namero y sale éste, entonces cobrara 36 veceséstap.
Sabemos que el jugador sélo tiene tres fichas ytigne una predileccién especial por el 12,
razon por la que estd empefiado en hacer una sigl@sntes apuestas:

a) Apostar las tres fichas al 12

b) Apostar al 12 tres veces

¢) Apostar cada ficha a un mdltiplo de 12

¢, Qué opcion deberiamos aconsejarle?
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS PROPUESTOS DE V.A. CONTINUA

1) Una funcién de densidad de una variable aleatsi

1/5 si 0<x<5
f(x) =
0 enotrocaso

a)Calcula P(2<X<4), P(X>3)(R<0)
c) Representa graficamente la funcién de distribucion.

kx si xO[0 5
2) La funcion de densidad de una variable alemtods f(X) :{ X shox [ ]

0 si xO[o g
a) Hallar k y la funcién de distribucion.
b) Hallar la media y la varianza de x
c) Calcular P(O <X <k)
3) La funcion de distribucion de una variableatdeia es
0 si x<-1
2
Foo =&Y g w1 1]
1 si x=21
Calcular la funcion de densidad, la media yarianza de x.
0 si x<0
k si 0<x<1
4) La funcion de densidad de una variable aleadea f(x) = .
k' si 1<x<2
1 si x=22

Hallar las constantes k y k' sabiendo que €£¥0< 1,5) =0,7. Luego hallar la
funcién de distribucion y dibujar su gréfica.

5) Obtener el valor de ¢ sabiendo que es un numeal@ositivo, para que la funcién

X

f(x):%

pueda ser funcion de densidad de una variableoai@abntinua X, definida en el
intervalo [ 0, 1 ]. Calcular la funcion de distrdadn, asi como P ( X > %%) ; esperanza de
X.
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6) La funcion de densidad de una variable alea&si

f(x):{kx+% si xOfo 3

0 si xO[o 3

Calcular la probabilidad de los sucesos?!A,B, BUC, C siendo
A= (X >3/2), B=(1<X<3), C=(8B<X<2)

7) Un jugador tira al blanco. La distribucion ds impactos en torno a la diana viene
dada por la funcién de densidad f(x)™® edonde x representa la distancia del impacto
a la diana. Hallar el valor de k y la funcién detribucion.
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TEMA VIII. DISTRIBUCION BINOMIAL (Caso particular d e v.a. discreta)
Experimento de Bernouilli:

Se llama asi a un experimento aleatorio con lasesites caracteristicas:

a) En cada prueba estudiamos solo la realizacion deuoeso A (éxito) y
su contrario ContA (fracaso). Se realizan n pruebas
b) La proporcion de éxitos y fracasos es constantia @oblacion y no se

modifica cualquiera que sea la cantidad de elersed® la poblacién observada.
Llamamos p = P(A) , probabilidad de éxito y q =dnt@\) = 1-p, probabilidad de
fracaso.

C) Las n pruebas son independientes; es decir, dtadewle una prueba no
depende de las precedentes.

Este experimento genera un espacio muestral ael tip

Q={AA.A -AA.A .. -A-A.-A}, que tiene exactament® @ementos ya
gue como podemos observar son las variacionesegaticion de 2 elementos (A y su
contrario) tomados de n en n.

Sobre este espacio muestral definimos la siguiariable aleatoria

X="numero de éxitos”

Es obvio que el recorrido de X es {0,1,2,3,...,ndado que es finito estamos ante
una variable aleatoria discreta.

Bajo las circunstancias anteriores, se dice ques Xirea variable aleatoria que
sigue una distribucién binomial de parametros nrgpresentandose asi:

B(n,p)

Funcion de masa de probabilidad de una binomial:

Dado que el recorrido de X es {0,1,2,3,...,n}, Uamdion de masa de probabilidad
es:

f:{0,1,2,3,...,n}~ [01],

siendo f(r) = P(X=r) o dicho de otro modo, la proiidad de que al realizar n
pruebas, se obtengan r éxitos (r toma valoresale)0

Si aplicamos el hecho de que las pruebas son indepdes, la probabilidad
pedida es el producto de las probabilidades en padgba, pero en cada prueba solo
puede salir A 0 contA, y como sabemos que A aparegeces y contA n-r veces,
resulta que la probabilidad de cada caso'@%,pahora bien...;.en cuantos casos salen
rl

exactamente r éxitos? La combinatoria nos dice spre RP"" = ﬁ
ri(n-r)!

, pero

. . n -
obsérvese que esto es o mismo the:E ] por lo tanto la probabilidad buscada es:
r

f(r)= (?} p'q"",donder = 012,...,n

Dada la complejidad en los calculos, estos valoiesen ya determinados en una
tabla.

En la siguiente pagina se adjunta una tabla pacalelilo de la funciéon de masa
de probabilidad para n desde 2 hasta 9.
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P 0,01 0,05 0,10 0,15 0,20 0,25 n‘ﬂ] 0,33 035 n#] 045 1]
0,9301 09025 02100 07225 06400 05625 04%00 04449 04225 03600 0,3025 0,2601 0,2500
0,01%8 0,0850 0,1800 0,2550 03200 0,3750 04200 04442 04550 04800 04950 0458 05000
0,0001 00025 00100 00225 00400 0,0625 0,0%00 01108 0,1225 0,1600 0,2025 0,2401 0,2500

b = O

0,9703 0,8574 07290 06141 05120 0421% 03430 0297 02746 0,2160 0,1664 0,1327 01250
0,0234 0,1354 02430 0,3251 03840 0421% 04410 04444 04436 04320 04084 0,3823 03750
0,0003 0,0071 00270 00574 0,0%0 0,1406 0,18%0 02219 02389 02880 0,3341 03674 073750
0,0000 0,0001 00010 00034 00080 00156 00270 00369 00429 00640 0,0911 0,1176 0,1250

Wb = O

0,9606 0,8145 06561 0,5220 040% 073184 0,2401 0,197% 01785 0,129 0,0915 0,0677 00625
0,0388 01715 02916 0,32685 040% 0421% 04116 03953 03845 03456 0,2995 0,2600 0,2500
0,0006 00125 00486 00975 0,1526 0,210% 02646 0280 03105 03456 0,3675 0,3747 03750
0,0000 0,0005 00036 00115 00256 0,048% 0,0756 00985 0,1115 0,1536 0,2005 0,2400 0,2500
0,0000 0,0000 0,0001 0,0005 0,0016 0,003% 0,0081 00123 00150 0,0256 0,0410 0,0576 0,0625

B oW = O

0,9510 07738 05505 04437 03277 0,2373 0,1681 01320 0,1160 00778 0,0503 0,0345 00313
0,0480 02036 073281 0,3915 0409 0,3955 03602 073205 03124 0.25%2 0,2059 0,1657 0,1563
0,0010 0,0214 00729 0,1382 02048 0,2637 0,3087 03291 0,3364 10,3456 0,3369 0,3185 03125
0,0000 0,0011 0,0081 00244 0,0512 0,087% 0,1323 0,1643 0,1811 10,2304 0,2757 0,3060 10,3125
0,0000 0,0000 0,0005 0,0022 00064 0,0146 0,0284 00410 00488 0,0768 0,1128 0,1470 0,1563
0,0000 0,0000 00000 00001 00003 00010 00024 00041 00053 00102 0,0185 00282 00313

th b W b = O

0,2415 0,7351 05314 03771 0,2621 0,1730 0,1176 00881 0,0754 0,0467 0,0277 0,0176 0,0156
0,0571 0,2321 0,3543 0,3993 0,393z 0,3560 0,3025 0,2638 0,2437 0,1866 0,1359 0,1014 0,0938
0,0014 0,0305 00934 0,1762 02458 0,2966 0,3241 073292 (3280 0,3110 0,2780 0,2436 0,2344
0,0000 00021 00146 00415 00819 0,1318 01852 02191 02355 02765 0,3032 03121 03125
0,0000 0,0001 00012 00055 00154 0,0330 00585 00821 00951 0,1382 0,1861 0,224% 02344
0,0000 0,0000 00001 00004 00015 0,0044 0,0102 00164 00205 0,036% 0,0609 0,0864 00928
0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0001 0,0002 0,0007 00014 00018 0,0041 0,0083 0,0138 0,0156

G th B W b= O

0,9321 06983 047383 0,3206 0,2097 0,1335 0,0824 0,0587 00430 00280 0,0152 00090 0,0078
0,0653 02573 03720 03960 02670 0,3115 0,2471 02053 0,1843 0,1306 0,0872 00604 0,0547
0,0020 0,0406 01240 02097 0,2753 0,3115 03177 03074 02935 0,2613 0,2140 0,1740 10,1641
0,0000 00036 00230 00617 0,1147 0,1730 0,2269 02558 02679 0,2903 0,2918 02786 02734
0,0000 0,0002 00026 00108 00287 0,0577 0,0972 0,1277 0,1442 10,1935 0,2388 0,2676 02734
0,0000 0,0000 00002 00012 0,0043 0,0115 0,0250 00383 0,0466 0,0774 0,1172 00,1543 0,1641
0,0000 0,0000 00000 00001 0,0004 00013 00036 00064 00084 0,0172 0,0320 00434 0,0547
0,0000 0,0000 00000 00000 0,0000 00001 00002 00005 00006 00016 0,0037 00068 00078

1 Lth B W e = O

0,9227 06634 04305 02725 0,1678 0,1001 0,0576 0,03%2 0,031 0,0168 0,0084 0,0046 0,0039
00746 0,2793 03826 03847 0,3355 02670 0,1977 0,1565 0,1373 0,089 0,0548 00352 0,0313
0,0026 0,0515 0,488 02376 02936 0,3115 0,2965 02734 02587 0,200 0,1562 (,1183 0,1094
0,0001 0,0054 00331 00839 0,1468 02076 02541 02730 02736 0,2787 0,2568 0,2273 02188
0,0000 0,0004 00046 00185 0,0459 0,0865 0,1361 01704 0,1875 0,2322 0,2627 0,2730 02734
0,0000 0,0000 00004 00026 00092 0,0231 0,0467 00680 00808 0,1235 0,171% 0,2098 0,2188
0,0000 0,0000 00000 00002 0,0011 0,0038 0,0100 00170 00217 0,0413 0,0703 00,1008 0,1094
0,0000 0,0000 0,0000 00000 00001 00004 00012 0,0024 00033 00079 0,0164 00277 00313
0,0000 0,0000 00000 00000 0,0000 00000 00001 00002 00002 0,0007 0,0017 000332 00039

0 -1 G R W O

0,9135 06302 073874 02316 0,1342 0,0751 0,0404 00261 00207 0,0101 0,0046 0,0023 0,0020
0,0830 0,2%85 03874 0,367% 0,3020 0,2253 0,1556 0,1174 0,1004 0,0605 0,033% 0,0202 0,0176
0,0034 0,062 0,1722 02597 0,3020 0,3003 02668 02345 02162 0,1612 0,1110 00776 0,0703
0,0001 0,0077 00446 0,1069 0,1762 0,2336 02668 02731 02716 0,2508 0,2119 0,173% 10,1641
0,0000 0,0006 00074 00283 00661 0,1168 01715 02045 0,21% 0,2508 0,2600 0,2506 0,2461
0,0000 0,0000 00008 00050 0,0165 0,038% 00735 01021 0,1181 0,1672 0,2128 0,2408 0,2461
0,0000 0,0000 00001 00006 0,0028 0,0087 0,0210 00340 00424 0,0743 0,1160 0,1542 0,1641
0,0000 0,0000 0,0000 00000 0,0003 00012 0,003% 0,0073 00083 00212 0,0407 00635 0,0703
0,0000 0,0000 0,0000 00000 0,0000 00001 00004 00008 00013 0,0035 0,0083 00153 00176
0,0000 0,0000 00000 00000 0,0000 0,0000 00000 00001 00001 0,0003 0,0008 00016 00020

LT - R L R T B -
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Funcion de distribucion de una B(n,p):

Se trata de la funcion de masa de probabilidad alada, por tanto sera una
funcién del tipo:

q
F:R > R, de tal modo que: F(x)=P(X sx):Zf(r), siendo g el mayor
r=0
entero tal quey < x.

Verifica todas las propiedades de las funcioneslidgibucion de una variable
aleatoria discreta.

Medidas caracteristicas de una distribucion binbmia

Media o esperanza:

u=>r.f(r)=np
r=0

Desviacion tipica:

a=Ji<r—u)2f(r)=Jn_m

Como calcular los valores de la funcion de masa grobabilidad y la funcion
de distribucion de una binomial n, p en EXCEL:

La funciébn que lo determina es, dentro de las fhmes estadisticas,
DISTR.BINOM. y los parametros que pide son:

NUm_éxito (nimero); Ensayos (numero); Prob_éxitor(ero); Acumulado (valor
l6gico)

NUum éxito es el valor de r; Ensayos es el valornde nimero de pruebas;
Prob_éxito es p; Acumulado puede ser VerdaderdsmF&i es verdadero da la el valor
de la funcién de distribucion F(r), mientras quesifalsa da el valor de la funcion de
masa de probabilidad f(r)

DISTR.EINOM

Nim_éxito |5

8
Ensayos { 25 25

1)

Prob_éxito |0r5

Acumulado |verdadero| = VERDADERO

= 0,053876072
Devuelve la probabilidad de una variable aleatoria discreta siguiendo una distribucidn binomial.

llustracion 1

Supongamos que lanzamos 25 veces una moneda ympsesaber cual es la
probabilidad de obtener 8 caras como maximo.

En Excel introduciriamos en la funcion DISTR.BINQNbs parametros de la
ilustraciéon 1, es decir, hallariamos F(8) cuyo waleria 0,053. Por el contrario si
quisiéramos hallar f(8), es decir la probabilidael abtener 8 caras exactamente,
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solamente tendriamos que modificar el parametrautidado”, donde tendriamos que
consignar “Falso”.

La funcién BINOM.CRIT.

Actia de modo inverso que la anterior, esto escdiocemos el valor de
probabilidad de un suceso, averigua el valor de fodma que la probabilidad hasta
dicho valor, acumulada, coincida con la dada.

Por ejemplo: Supongamos que en el ejemplo antgtieremos conocer cuantas
caras como maximo dan probabilidad 0,7.

El resultado viene dado en la siguiente ilustracion

BINOM.CRIT

Erlsavos|25 E = 25
Prob_éxito |D,5 E 1l i
Alfa [ 7] ] - 07

= 14
Devuelve el menor valor cuya distribucion binomial acumulativa es mayor o igual gue un valor de criterio.

llustracion 2
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PROBLEMAS PROPUESTOS

1) En un taller hay 10 maquinas iguales. Se ha vigeoumna maquina determinada un
dia de cada cinco esta averiada. ¢, Calcula la Ipitmizel de que un cierto dia haya
mas de 7 maquinas averiadas ?. Si es 5000 peaqiasdida diaria ocasionada por
tener una maquina averiada, calcular la pérdiddaarckdria.

2) De la produccion diaria de una cierta pieza se éxamlO de dichas piezas durante
23 dias, dando la siguiente tabla de piezas defsasu

dias|1 | 2| 3| 4| 5| 6] 7] 8§ 9 1a1|12|13|14|15|16|17|18|19|20|21|22|23
pd.|O0O|21|1]2]1] 3 2 20 1 0 1 2 1 2 p 2 B3 0]2 |1 ]0]1]1

Suponiendo que la probabilidad de fabricar unagp@efectuosa es fija, ajustar una
distribucion binomial a las observaciones.

3) Si la distribucion hallada en el problema antegsrla verdadera ley del proceso,
¢, Cual es la probabilidad de que en las 10 piezseredidas, de un dia determinado,
haya mas de 2 defectuosas.

4) Se sabe que, en un nacimiento, no se tiene la npsaiabilidad de que sea nifio
que nifia, pues la experiencia nos dice que nacemiiids que nifias. Si suponemos
que de cada 100 recién nacidos 55 son varones mujéres. a) ¢ Cual es la
probabilidad que tiene un recién nacido de ser muje
b) ¢ Cual es la probabilidad de que los 5 primeeag&n nacidos del afio en un
hospital sean nifias?

c) ¢ Cual es la probabilidad de que haya exactam2mifias entre los cinco
primeros?

5) En los examenes de selectividad del curso 199 fiBgharon en Galicia el 85% de
los alumnos presentados. Calcular la probabilidadjue al coger 7 alumnos a)
aprueben 3. b) aprueben mas de uno.

6) Para participar en un concurso de tiro al plato hag abonar una cuota. Cada
participante realiza 10 disparos: Si acierta 5 peca el importe pagado
abandonando la competicion y si acierta mas séicéapara la siguiente ronda. Un
competidor muy regular acostumbra a acertar el d8%us disparos. a) ¢ Cual es la
probabilidad de que acierte exactamente 5 dispab)sgCual es la probabilidad de
que se clasifique?

7) Al transmitir una comunicacion, la probabilidad dlstorsionar un signo es igual a
1/10. ¢, Cuales son las probabilidades de que ermamanicacion de 10 signos a)
No sea distorsionada. b) Contenga exactamentalisggsiones. c¢) Contenga tres
distorsiones como maximo.

8) Cada miembro de un comité de 9 personas acudes aelmiones con una
probabilidad igual a ¥2. ¢ Cual es la probabilidadjge, como mucho, se reunan 2/3
de los miembros.

9) Se lanza una moneda a) 4 veces, b) 5 veces, ©e6.ve;, Cual es la probabilidad en
cada caso de obtener un nimero impar de caragiagaY veces?

10)Hallar la probabilidad de obtener un total de 1@ vez, (b) dos veces, en dos
lanzamientos de un par de dados

11)¢Cudl es la probabilidad de obtener 9 una vezemnléanzamientos de un par de
dados?
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12)Un vendedor de seguros vende pdlizas a 5 homloess e la misma edad y con
buena salud. Se sabe que la probabilidad de qimbre viva 30 afios o0 mas es
2/3. Hallar la probabilidad de que a los 30 afiwawvi a) los 5 hombres. b) al menos
3. ¢) Solamente 2. d) al menos 1.

13)Se lanzan 6 veces una moneda ¢ Cual es la prolaabdi que el resultado cruz no
salga nunca mas veces gque el resultado cara?

14)Un jugador propone a un amigo el siguiente juegdasza 20 veces una moneda.
El amigo gana si aparece cara 9, 10 o 11 vecex@een caso contrario. Este juego
¢, es favorable al amigo ?

15)Se ha estudiado que 1/3 de los alumnos de COUeamranca la prensa diaria.
Tomando una muestra al azar de 10 alumnos estadiprobabilidades siguientes:
a) Encontrar dos alumnos que no leen la prensa. B)dd& alumnos que no leen

la prensa. c) Por lo menos cinco alumnos que moléeprensa.

SOLUCIONES: 1) 0,0035 ; 10.000 ptas. 2) B (10, 0,126) /B3) 0,1219 //4) a.
0,45; b.0,0185; ¢.0,3369 %) a. 0,0109; b. 0,9999 B) a. 0,2007; b. 0,1663 7) a.
0,3487; b. 0,0574; c. 0,98728) 0,9101 //9) a. 0,5; b. 0,5; c. 0,5 40) a. 17/162; b.
1/324 //11) 64/243 //12) a. 0,1317; b. 0,7901; c. 0,1646; d. 0,99583)0,6563 //14)
No es favorable /15)a. 0.1951; b. 0,4408; c. 0,2131 //
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TEMA IX. DISTRIBUCION NORMAL (Caso particular de v.a. continua)

Una variable aleatoria continua X se dice que sign@ distribucion ormal de
media 4 y desviacion tipicag, simbolizandose por N(,o), si su funcion de
densidad es:

1 Xty
e2 9 —o<x<+4m

f(x):a 2T

La distribucion normal aparece espontaneamente ehitud de problemas,
medidas fisicas del cuerpo humano, caracterigisiggiicas, medidas de calidad,...,etc.

Grafica de f(x)
1) f tiene dominio en R y es continua.
2) f(x)>0, para todo x real.
3) f es simétrica respecto a la recta u
. : 1
4 f tiene un maximo en el puntg(——
) puntqu(, Py )
5) f tiene una asintota en el eje OX
6) f presenta puntos de inflexion en las abscisas, ¥+ u

Este es el aSpeCtO que presenta:
fx)

campana de Gauss

|
|
|
|
| |
| |
| |
| |
1 1
| |
| |
-G L

n

llustracion 3

Funcién de distribucion de una variable aleatoria ormal:

1 Ty

ON2IT *,

F(x)=P(X <x) = ff(t)dt:

Distribucién normal estandar o tipificada:

Cuando x=0 y o=1, entonces la variable aleatoria normal N(Od)llama
distribucion normal tipificada o estandar. La fuircde densidad correspondiente es:

1 e
2+ —< X<+oo

f(X)=ﬁe ;
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TEOREMA (Tipificacion de una variable aleatoria normal)

Si X es una v.a. norm@l( 4,0 ), entonces la variable é—’u es una normal
o

tipificada.
En efecto, recurriendo a las propiedades de la@spay la varianza, se tiene:

E[XJ’U} —E[x— ]_— E[X]- )=

Var{x ,u} —Var[x ,u] —Var[X]——a =1
g o?

En base a este resultado, como toda normal pueddiante un cambio de
variable, convertirse en una tipificada, cualguesultado puede ser estudiado en las
tablas de la variable Z y luego volver a deshateambio de variable para obtener el
resultado en la variable original X.

Por ello, la funcion de distribucion de la variabbermal tipificada viene
desarrollada en la siguiente tabla:
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TABLA DE DISTRIBUCION NORMAL ACUMULADA

SEGUNDO DECIMAL DE Z

y4 0.00 001 002 003 004 005 0.06 0.07 0.08 0.09

0.0 .0000 .0040 .0080 .0120 .0160 .0199 .0239 .0279 .0319 .0359
0.1 .0398 .0438 .0478 .0517 .0557 .0596 .0636 .0675 .0714 .0753
0.2 .0793 .0832 .0871 .0910 .0948 .0987 .1026 .1064 .1103 .1141
0.3 A179 1217 1255 11293 1331 1368 .1406 .1443 .1480 .1517
0.4 .1554 1591 .1628 .1664 .1700 .1736 .1772 .1808 .1844 .1879
0.5 1915 1950 .1985 .2019 .2054 .2088 .2123 .2157 .2190 .2224
0.6 2257 2291 2324 2357 .2389 .2422 2454 2486 .2517 .2549
0.7 .2580 .2611 .2642 .2673 .2704 .2734 2764 2794 .2823 .2852
0.8 .2881 .2910 .2939 .2967 .2995 .3023 .3051 .3078 .3106 .3133
0.9 3159 .3186 .3212 .3238 .3264 .3289 .3315 .3340 .3365 .3389

1.0 3413 .3438 .3461 .3485 .3508 .3531 .3554 .3577 .3599 .3621
11 .3643 .3665 .3686 .3708 .3729 .3749 3770 .3790 .3810 .3830
1.2 .3849 .3869 .3888 .3907 .3925 .3944 3962 .3980 .3997 .4015
1.3 4032  .4049 .4066 .4082 4099 .4115 4131 .4147 4162 4177
1.4 4192 4207 4222 4236 4251 4265 4279 4292 4306 .4319
1.5 4332 4345 4357 4370 4382 4394 4406 .4418 4429 4441
1.6 4452 4463 4474 4484 4495 4505 4515 4525 4535 4545
1.7 4554 4564 4573 4582 4591 4599 4608 .4616 .4625 .4633
1.8 4641 4649 4656 4664 4671 4678 .4686 .4693 .4699 .4706
1.9 A713 4719 4726 4732 4738 4744 4750 4756 4761 4767

2.0 AT72 A778 4783 4788 4793 4798 4803 .4808 .4812 .4817
2.1 4821 4826 .4830 .4834 .4838 .4842 4846 .4850 .4854 .4857
2.2 4861 .4864 .4868 .4871 .4875 .4878 .4881 .4884 .4887 .4890
2.3 4893 .4896 .4898 .4901 4904 .4906 .4909 .4911 4913 .4916
2.4 4918 4920 4922 4925 4927 4929 4931 4932 4934 .4936
2.5 4938  .4940 .4941 4943 4945 4946 4948 4949 4951 4952
2.6 4953 4955 4956 4957 4959 4960 .4961 .4962 .4963 .4964
2.7 4965  .4966 .4967 .4968 4969 4970 4971 4972 4973 4974
2.8 A974 4975 4976 4977 4977 4978 4979 4979 4980 .4981
2.9 4981  .4982 .4982 4983 4984 4984 4985 .4985 .4986 .4986

3.0 4987 4987 .4987 4988 .4988 .4989 .4989 .4989 .4990 .4990
3.1 4990  .4991 4991 4991 4992 4992 4992 .4992 4993 .4993
3.2 4993 4993 4994 4994 4994 4994 4994 4995 4995 4995
3.3 4995 14995 4995 4996 4996 .4996 .4996 .4996 .4996 .4997
3.4 4997 4997 4997 4997 4997 4997 4997 4997 4997 .4998
3.5 4998 .4998 4998 4998 4998 .4998 .4998 .4998 .4998 .4998
3.6 4998 4998 4999 4999 4999 4999 4999 4999 4999 .4999
3.7 4999 4999 4999 4999 4999 4999 4999 4999 4999 .4999
3.8 4999 14999 4999 4999 4999 4999 4999 4999 4999 4999
3.9 .5000 .5000 .5000 .5000 .5000 .5000 .5000 .5000 .5000 .5000

Obsérvese que F(z) viene tabulada para valoresetea@lelante, asi pues se hace
necesario averiguar F(-z) cuando z>0. El resulesdo F(-z) = 1-F(2)
La demostracion es trivial.

También se tiene quB(z, < Z2<z))=F(z)-F(z)
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Funciones en EXCEL para trabajar con la distribucicn normal:

La primera es DISTR.NORMAL que devuelve el valor mtebabilidad de un
valor x de la variable (en realidad toma un pequei&rvalo entorno al mismo) o el
valor de probabilidad acumulada hasta el mismalustracion siguiente lo refleja:

DISTR.MORM
x[o % =0
Media |g E =0
Desv_estandar | %=1
Acum |,erdadero S| = VERDADERO

= 0;5
Devuelve la distribucién acumulativa normal para la media y desviacidn estandar espedficadas.

llustracion 4

Donde x es el valor de la variable objeto de estudiedia es el valor de la media
de la variable, Desv_estandar es el valor de laial®én tipica y acumulado es un
campo légico que puede tomar dos valores: verda@rmbtiene F(x)) y falso (se
obtiene P(0,5-x<X<0,5+x))

La inversa de la anterior es DISTR.NORM.INV. donaiea vez conocido el valor
de probabilidad acumulado, nos devuelve el valdadariable donde se alcanza dicha
probabilidad. Veamos el ejemplo en una N(3,0.5)approbabilidad 0,3. En la
ilustraciéon 5 observamos que el resultado es E3td. quiere decir que P(X<2,73)=0,3

DISTR.NORM.INY
Probabilidad |g,3

Media [3

] o] o
o Ill.u [=]

Desv_estandar [; 5 A

= 2, 737799499

Devuelve el inverso de la distribucidn acumulativa normal para |z media y desviacion estandar
especificadas.

llustraciéon 5

Analogamente a la anterior, tenemos la DISTR.NORMAND. que en trabaja
directamente con la N(0,1) y los Unicos parame#&raatroducir son el valor de z .
Obteniéndose como resultado F(z).

La funcion DISTR.NORM.ESTAND.INV., actua de forntaversa que la anterior,
es decir, conocemos la probabilidad y deseamosgaagrel valor de z con ese valor de
probabilidad acumulado.

DISTR NORM.ESTAND IV
Probabilidad [g, 5| %] =05

=10

Devuelve el inverso de la distribucion normal estandar acumulativa. Tiene una media de cero v una
desviadion estandar de uno.

llustracion 6
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APROXIMACION DE LA BINOMIAL POR LA NORMAL

Cuando estamos ante una distribucion binomial comamero de pruebas muy
elevado, se hace muy laborioso el calculo de labghilidades ya que las tablas
publicadas normalmente no van mas alla de 10 psueba

Si no disponemos de un programa (EXCEL u otros)mpsepermiten averiguar el
resultado exacto, en este caso se utiliza el siguieeorema que permite calcular
probabilidades en una distribucion binomial, usiido la normal. Esta aproximacion
sera tanto mejor como el valor de p se aproxim® & @ sea muy grande.

Si X sigue una distribuciébn B(n,p), entonces sus laes pueden ser
aproximados mediante una distribucién normalN(np,+/npq).

Aqui hay que hacer la siguiente matizacion:

Dado que en una distribucién normal, la probahilide un valor concreto de la
variable era 0, ¢como se efectla la aproximaciteriantoda vez que en la distribucion
binomial ese valor no es nulo?.

La respuesta es la siguiente:

P,(X=a)OP,(a-05<a<a+09)
Entendemos porgPcuando trabajamos con la binomial y uando se aplica la
normal.
Este procedimiento de tomar media unidad antespuds de valor de la variable,
se extiende también a las probabilidades de lesviaibs, es decir:

P,(a< X <b) OP,(a+05< X <b-05)

P,(a< X <b) OP,(a- 05< X <b+ 05)

Recordemos que en cualquier caso, cuando se gataldhjar con la distribucion

normal, es indiferente, a efectos de calculo deabiidades en intervalos, que se

tomen o no los extremos, es decir que:

Py(@a<X <b)=P,(as X <b), debido precisamente al caracter continuo de la
variable.
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PROBLEMAS PROPUESTOS

1) Si los diametros de los cojinetes de bolas seildisign normalmente con media
0,6140 pulgadas y desviacion tipica 0,0025 pulgadeterminar el porcentaje de
cojinetes de bolas con diametro:

a) Entre 0,610y 0,618 pulgadas
b) Mayor de 0,617 pulgadas
c) Menor de 0,608 pulgadas.

2) La puntuacion media en un examen final fue 72 gelsviacion tipica 9. El 10% de
los alumnos tuvieron la calificacion de sobresatiefmota maxima). ¢ Cual es la
puntuacion minima para recibir un sobresalientéesab que la distribucion de las
notas es normal.

3) Una variable aleatoria X tiene una distribucion mak con una esperanza
matematica igual a 0 y una varianza igual a 1. & @ailos dos sucesos tiene mayor
probabilidad ?

(#0.7) 6 (|x|>0,7)
4)  Cierta categoria de individuos tiene un pesalio de 60 Kg. y una desviacion
tipica del peso igual a
3 Kg. Determinar la probabilidad de queeto de un individuo tomado al azar se
distinga de la me
dia no mas que en 5 Kg, sabiendo que el peslistribuye normalmente.

4) La talla de los hombres en edad militar en Espajieesina distribucion normal de
media 169 cm. y desviacion tipica 6 cm. Si no suitah para el servicio militar los
individuos de talla inferior a 150 cm., ¢, qué propm se rechaza ?

5) Supongamos que en cierto curso las notas de matemase distribuyen
normalmente con una media de 6 (sobre 10) y unaasédn tipica de 3.

a) Si se elige un alumno al azar, ¢ cual es la prballide que su nota esté
comprendida entre 7 y 8 ambos inclusive?
b) ¢ Y la de que tenga una nota igual o superiora 9 ?

6) Una poblacién de mazorcas de maiz se distribuymalonente respecto al caracter
longitud con una media de 25 cm. y una desviacipica de 5. Calcular la
probabilidad de que una mazorca elegida al azaa na)jdEntre 22 y 27 cm. b) 27 o
mas de 27 cm. c) entre 26y 30. d) alo sumen20

7) Entre 2000 estudiantes la media del peso resuitd@e&Kg. con una desviaciéon
tipica de 8,5 Kg. Determinar el peso minimo deljuoto formado por los 200
estudiantes mas pesados.

8) Los errores aleatorios que se cometen en las peskdana balanza siguen una
normal de media 0 y desviacion tipica 2 decigrarfiadlar el error maximo en una
pesada con una probabilidad del 0,95.

9) La media de una v.a. X normal es el quintuplo d#ekviacion tipica. Sabiendo que
P (X<6) = 0,8413, calcular la media y la desviadipita.
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10)Hallar la probabilidad de que entre 100.000 citbazar la cifra 6 salga menos de
9.971 veces.

11)Hallar el valor aproximado de la probabilidad de d¢a cantidad de “nueves” entre
10.000 numeros aleatorios quede comprendido enrtée y91060. ( Se llaman
nameros aleatorios al numero resultantes de eddgizar un digito entre O y 9
ambos inclusive)

12)Sea A un suceso de probabilidad 0,4. Suponiendosgqueacen 900 pruebas del
experimento, calcular la probabilidad de que A sefique entre 360 y 390 veces.
¢, Cudl es la probabilidad de que A se verifique taxaente 380 veces.?

13)Hallar la probabilidad de obtener tantas caras coraces en 100 lanzamientos de
una moneda.

SOLUCIONES: 1)a. 89% ; b. 11,5 % ; c. 0,8 %2) 83,5 //3) 0,5178 ; 0,4822 /)
0,9030 //4) 8 de cada 10.000 %) a. 0,1161 : b. 0,1587 &) a. 0,3811 ; b. 0,3446 ; c.
0,2620 ; d) 0,1587 /7) 80,8 //8) 3,3 dg. //9) x = 3 ;0 = 0,6 //10) 0,1814 //11) 0,9998
/1 12)0,4652 : 0,0111 /13)0,07958
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PROBLEMAS RESUELTOS DE VARIABLE ALEATORIA

5) Un experimento aleatorio consiste en lanzar una meada al aire 3 veces. Sea X
la variable aleatoria que indica el nimero de carasbtenidas.
d) Hallar el espacio muestral y definir la variable agatoria X.
e) Hallar la funcién de masa de probabilidad de X y lguncion de
distribucion.
f) Calcular la probabilidad de los sucesos (X>1) (1<)

SOLUCION:
a) El espacio muestral es {ccc, cc+,c+c,+cc,++c,+ct,€++}. Siendo el
recorrido de la variable aleatoria {0,1,2,3}.
b) funciéon de masa de probabilidad viene dada pdglaente tabla:

Xi 0 1 2 3
f(x)|1/8]3/8|3/8| 1/8

la funcién de distribucién es:

0 si x<0
1/8 si 0=sx<l1
F(x)=14/8 si 1sx<2
718 si 2<x<3

1 si x=3

c) P(X>1) = 4/8 ; P(1<X<3) = 3/8

6) Una urna contiene cuatro bolas negras y dos blancaSonsideremos el
experimento aleatorio que consiste en extraer trdmlas (sin devolucion) de la
urna. Definir la variable aleatoria X “nimero de bolas negras obtenidas”.

a) Hallar la funcion de masa de probabilidad y de @tribucién de la v.a. X.
b) Calcular la probabilidad de los sucesos (X <R ( X > 2)

SOLUCION:
a) La funcién de masa de probabilidad viene dadaatatla:

Xi 1 2 3
f(xi) | 24/120 72/120 24/120

b) P(X<2) = 24/120 ; P(X>2) = 24/120
7) Dada la variable aleatoria X y la funcién de masa el probabilidad
X -2 -1 0 2 4

f(x) 1/8| 1/6| 3/8| 1/4 1/12

a) Calcular la esperanza, varianza y desviacion tipa de X
b) La funcion de distribucion.
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SOLUCION:

a) E[X]= -21/8-1.1/6 +2.1/4 + 4. 1/12 =5/12
0 si x<-2
1/8 si —-2<x<-1
7124 -1<x<0
16/24 si 0sx<?2
11/12 si 2<x<4
1 si x=4

b) F(x)=

8) Hallar el valor de a en las siguientes distribucioes de probabilidad

X 1 2] 3 4 x| 0 2 3 4 5
f(x) | 0,2| a| 3a 0,4 gx)|a |3a|2a| 34 a

En ambos casos hallar la funcion de distribi@n y los parametros
SOLUCION:

Para la primera se tiene que: 4 a + 0,6 =1, dealand0,1
Para la segunda se tiene que 10 a =1, de don@gla =

0 si x<1 0 si x<0O
02 si 1<x<?2 01 si O0<x<?2
03 si 2<x<3 04 si 2<x<3
F(x) = . G(x) = .
06 si 3<x<4 06 si 3<x<4
1 si x=4 09 si 4<x<5
1 si x=5

9) Una funcién de densidad de una variable aleatoriase

1/5 si 0<x<5
f(x) =
0 enotrocaso

Calcula P(2<X<4), P(X>3), P(X<)Xyrepresenta graficamente la
funcion de distribucion.

SOLUCION
0 si x<0

F(X) = éx si 0<x<5 dedonde P(2<X<4)=F(4)-F(2) =2/5;
1 si x=5

P(X>3)=1-F(3) = 2/5 ; P(X<0) =0
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6) La funcion de densidad de una variable aleatoria s
£(x) = kx s.i xD[O 5]
0 si xdO[o 5

Hallar k y la funcién de distribucion.
Hallar la media y la varianza de x
Calcular P(0 < X <k)

SOLUCION:

5 275
[ Kkxdx= {kﬂ =2—25k =1: de donde k = 2/25
0

0

5 3 5
. 2 21| X 10
La media o esperanza de X %%X dx = —{_} ==
029 253, 3

7) La funcion de distribucion de una variable alatoria es

0 si x<-1
2
Fo={8Y" & xol-11]
1 si x=21

Calcular la funcion de densidad y la media

SOLUCION:
+1 .
(=g o X0EW
0 si xO[-1]

1 3 2t
La media o esperanza e#xf (X)dx = {% +X7} =1/3
-1 -1

8) La funcion de densidad de una variable aleatoriX es
0 si x<0

k si O<x<1
f(x)= .
k' si 1<x<2
0 si x>2

Hallar las constantes k y k’ sabiendo que P@X < 1,5) =0,7. Luego hallar la
funcion de distribucion.
SOLUCION:
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1 2
Por ser f funcion de densidad se tieﬁkdx+ J' Kdx=1=k+k'=1
0 1

Por otra parte y dado que P(0 < X < 1,5) = @&3ulta que

1 15

J'kdx+ J'k'dx: 0,7= k+ 05k'= 0,7, de ambas ecuaciones se obtiene k = 0,4 y k'=0,6
0 1

La funcion de distribucion es:
0 si x<O

04x si 0<sx<1
06x—02 si 1<x<2
1 si x=2

F(x) =

9) Obtener el valor de ¢ sabiendo que es un numereal positivo, para que la
funcion f(t) = € /¢ pueda ser funcién de densidad de una variablaleatoria
continua X, definida en el intervalo [ 0, 1 ]. Calalar la funcion de distribucion, asi
como P ( X > %) ; esperanza de X.

SOLUCION:
1t
1
[Zdt=1="-"=15c=e-1
5 C cC C
La funcién de distribucion de esta variable aleateiene determinada por:
0 si x<0
=181 s o<x<1
1 si x=1

Elvalorde P (X >2) =1-F(1/2) =0,6224 y |la esperanza és1) = 0,5819

10) La funcion de densidad de una variable aleat@ es
kx+1/2 si x0[03]
f(x)= :
0 si xO[03]

Calcular la probabilidad de los sucesos AB, BUC, C siendo
A= (X > 3/2), B=(1<X<3), C=32<X<2)
SOLUCION:
En primer lugar hay que hallar k, cuyo valor seai#idel siguiente modo:
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3 2 3
J‘kX‘FldX: ki+&( :1:>6k:1:>k:£
2 2 2], 6

Calculemos ahora las probabilidades de A, B y aetsvamente:
3

2 2 P

P(A) = J'lx+1dx: XX 5/16, del mismo modo se tiene que P(B)=5/6 y
56 2 12 12,

P(C) = 3/16.

P(BUC)=P(B)+P(C)-P(ByC), ahora bien, ByC es el socg, por tanto P(BUC)=5/6

11) Un jugador tira al blanco. La distribucion de bs impactos en torno a la diana
viene dada por la funcién de densidad f(x) =" donde x representa la distancia
del impacto a la diana. Hallar el valor de k y lduncion de distribucion.
SOLUCION:

w e—ktt

je‘kde:1:> lim =1=k=1

5 t—'+oo—k 0

0 si x<0

La funcién de distribucion esF(x) :{ _ _
1-e™* si x=20

12) La probabilidad de tener éxito en una prueba ep = 0,6. Cual es la

probabilidad de conseguir 4 o 5 éxitos en 10 prueba

SOLUCION:

Se trata de una distribucién binomial para n=10=0,4 ya que 0,6 no viene en las

tablas. Por tanto la probabilidad pedida es: P(XBEX=5) siendo X="numero de

fracasos” El valor pedido es: 0,3122

13) Un tirador tiene una probabilidad de acertar igial a 0,8. ¢ Cual es la
probabilidad de que en cinco disparos acierte al nm@s 4 ?

SOLUCION:

Se trata de una distribucion binomial para n=5 §,pa que 0,8 no viene en las tablas.
Por tanto la probabilidad pedida es: P(X<2), sientlgnimero de fallos”. La
probabilidad pedida es: 0,7373

14) Supongamos que un sistema de 8 componentes peledientes requiere para su
funcionamiento que al menos 6 estén en buen estaddi la probabilidad de
funcionamiento de cada componente es 0,95, calculiar probabilidad del sistema
definida por la probabilidad de que funcione. Calclar la esperanza y la desviacion
tipica.

SOLUCION:

Se trata de una distribucion binomial para n=8 9,5 ya que 0,95 no viene en las
tablas. Por tanto la probabilidad pedida es: P(Xsignhdo X="namero de componentes
en mal estado”. La probabilidad pedida es: 0,9942.

La esperanza es 8.0,95= 7,6 (es decir entre 7oympa@nentes que funcionen) ya que Si
tomo 8.0,05=0,4 (seria entre 0 y 1 componente ajlen}.

La desviacion tipica de la variable “Numero de comgntes que funcionan como que
fallen” sera: 0,6164
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15) La probabilidad de que un equipo de futbol gana otro equipo determinado es
1/ 4. Se juegan 6 partidos. Se pide:
a) La probabilidad de que gane por lo menos dos veces.
b) Calcular el nUmero de partidos que tiene que jugapara que la probabilidad
de ganar por lo menos una vez sea mayor que 3/5.
SOLUCION
a) Se trata de una distribucion binomial para n=6 \0,p5. Por tanto la
probabilidad pedida es: P(X>1), siendo X="nUmeropaetidos ganados”. La
probabilidad pedida es: 0,4660
b) P(X>0)>3/5 1-P(X=0)>3/5 P(X=0)<2/5. Solucid partidos como minimo
ya que en las tablas el primer valor de n que leaeeprobabilidad menor que
2/5 es 4.

16) Un alumno debe realizar un examen de 8 pregurdaon respuestas de si 0 no. ¢,
Qué probabilidad tiene de contestar correctamenteqr lo menos a la mitad de ellas
si desconoce por completo la materia del examén

SOLUCION:

Se trata de una distribucién binomial para n=8 §,p=Por tanto la probabilidad pedida
es: P(X>3), siendo X="numero de aciertos”. La ptolidad pedida es: 0,6367

17) Calcular la probabilidad de que al lanzar al ae 5 veces una moneda se
obtengan al menos dos caras.

SOLUCION:

Se trata de una distribucién binomial para n=5 §,p=Por tanto la probabilidad pedida
es: P(X>1), siendo X="numero de caras”. La probdad pedida es: 0,1874

18) Suponiendo que Z es la distribucion normal tigicada, calcular
a) P(z>0,7) P(1<z<137) Pz(| > 1,05)
SOLUCION:

a) 0,2420 b) 0,0733 c) 0,2938

18)Las alturas de 300 estudiantes se distribuyen norrfraente con una media igual
a 172 cm. y una desviacion tipica de 7 cm. ¢, Cuastestudiantes tienen altura:
mayor que 182 cm. ; menor que 163 cm. ; entre 3¢ 181cm. ; igual a 172
cm.
SOLUCION:
Nos piden las siguientes valores: 300.P(X>182) 00.B(X<163);
300.P(165<X<181); 300.P(X=172).
Tipificando los valores de X, resulta:

X 182 163 165 181 172

Z 1,43 -1,28 -1 1,28 0
Por tanto 300.P(X>182) = 300. P(Z>1,43)=300.[1-P(zZ43)]=300.(1-0,9236)=23
300.P(X<163)= 300.P(Z<-1,28)=300.[1- P(Z<1,28)]=30D,8997)=30
300.P(165<X<181)= 300.P(-1<Z<1,28)=300.(0,8997-8403)=222;
300.P(X=172)=0.

19)Los pesos de los habitantes de una poblacidon setdimiyen normalmente con
una media de 65 Kg. y una desviacion tipica de 6 K@alcular la probabilidad
de que un individuo de dicha poblacién pese:
a) alosumo 65 Kg. b) entre 60y 75 Kg. ) mas de 75 Kg.
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SOLUCION:

a) el valor tipificado de 65 es 0. Asi pues la resfaies 0,5.

b) el valor tipificado de 60 y 75 es respectivamen®83 y 1,67, de donde
P(-0,83<Z<1,67)=0,9525-1+0,7967=0,7492

c) el valor tipificado de 75 es 1,67, entonces P(Z>E860,9525=0,0475

20)Sea X una variable aleatoria normal tal que P ( X 45) =0,1003 y P (X< 20)
= 0,9605. Calcular:
a) Calcular la media y la desviacion tipica de x.
b) P(16,5<X<17,8)
c) Calcular el numero k tal que P(X>k)=0,5

SOLUCION:
a) Pz <27Hy - 01003 Pz <# 71 - 08997 A0 18
o o o
P(Z < 20—,u) =0,9605 20-4 181, obteniéndose un sistema de dos
o o

ecuaciones con dos incégnitas, cuyas solucione$s6@ para la media y 1,62 para

la desviacidn tipica.

c) Los valores tipificados de 16,5 y 17,8 son respaniente —0,35 y 0,45, por
tanto el resultado pedido es 0,6736-1+0,6368=0,3104

d) P(Z> %672’07) = 05; de donde k=17,07

21)La talla de los hombres en edad militar en Espajigesiina distribucion normal de
media 169 cm. y desviacion tipica 6 cm. Si nodmiten para el servicio militar
los individuos de talla inferior a 160 cm. ¢, Quégarcion se rechaza ?

22)Sea A un suceso de probabilidad 0,4. Suponiendosgueacen 900 pruebas del
experimento, calcular la probabilidad de que Aadfique exactamente 380 veces ?

23)Hallar la probabilidad de obtener tantas caras coraces en 100 lanzamientos de
una moneda.

24)Entre 2000 estudiantes la media del peso resultd0skg. con una desviacion tiica
de 8,5 Kg. Determinar el peso minimo del conjuptonfado por los 200 estudiantes
mas pesados.

25)Hallar la probabilidad de que entre 100000 cifiagzar la cifra 6 salga menos de
9971 veces.

26)La media de una variable aleatoria X normal esuéitgplo de la desviacion tipica.
Sabiendo que P(X < 6) = 0,8413, calcular la medadesviacion tipica.
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ESTIMACION PUNTUAL
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ESTIMACION POR INTERVALOS DE CONFIANZA

Consiste en buscar un intervalo numérico donde ws probable que se encuentre el
parametro de la poblacién que queremos estimar.

Siempre intentaremos dar un intervalo o mas pempe8ible.

Por ejemplo, si queremos dar un intervalo parssiatera media de los alumnos de un
Instituto y decimos que la media estd en el interf@49, 180), evidentemente
tendriamos una probabilidad casi del 100% de quefemto la media se encuentre ahi,
pero el objetivo es dar precismanente un interdalaadio inferior. Por ejemplo una
buena estimacion para una media de la poblacidriugse igual a 41, seria afirmar que
se encuentra en el intervalo (40,41.5).

En definitiva, queremos construir un intervalo darfa que la probabilidad de que el
parametro a estimar esté dentro de este intenedopseviamente conocida. A esta
probabilidad la denominaremdgvel de Confianzay la denotaremos por d-siendo
ésta generalmente una probabilidad muy pequefia @®O05). Entonces se pretende
construir un intervalo ,b) de forma queP(Z0(4,b)) =1-a, siendob el parametro
de la poblacion a estimar.

Para ello se utiliza el método del pivote que aiasen buscar una funcién de la

muestra X = (X, X,,...,X,)) y del parametrd, que llamaremos estadistico pivote

g(X,?) de forma que siga una distribucién conocida, dem#aqgue dicha distribucién
no dependa del parametro. Al tener una distribucgmmocida (normal, chi-
cuadrado...etc) buscamos el intervalo de probaiilie forma qué(g(X,8)) =1-a,

considerandolo centrado en la distribucion, estguesa la izquierda del intervalo y a la
derecha queda un valor de probabilid#zl
Veamos un caso:

Estimacion de intervalo de confianza de la media de una poblacién que sigue una
distribucion normal, conociendo la desviacion tipia y tomando como estimador la

media muestral de una muestrgX,,X,,...,X, , )que denotaremos por
s X, +..+X

X,=—— . En primer lugar hemos de advertir que la distifbouen la muestra
n
de la media muestral, es una variable aleatorimalprde mediai. y desviacion tipica

9
N

La demostracién de esto es facil de ver ya gleallemdo la media y varianza de

X, setiene: EK ]=*—= LS [, mientras que para la varianza si tiene:
n n
n
ZVar[Xi]
1.4 no_o S . g
Var[xn =-—=———=—,-=—, de donde la desviacion tipica es como lelnij-
n n> n n

ag

n

En consecuencia tenemos gde es N(i, ), de donde se obtiene que:
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X, —H

es N(0,1). Este es por tanto el estadistico pivpie necesitamos pues

Jn

involucra a los elementos del problema en juegagyesuna distribucion conocida
(normal tipificada).

Como queremos que la probabilidad de que dichodissiedo se encuentre en un
intervalo centrado respecto a la media de la distron de forma que de¢¢2 a ambos
lados de dicho intervalo, consideraremgs % - zZ,» como los valores extremos de
dicho intervalo, resultando entonces:

X, - . )
P(-z,, < “J ’u<za/2):1—a, despejando el valor del parametro que es el que
Jn
. o O o O
queremos estimap, resulta :P(X, ——=2Z,, <U<X, +_za/2) =1-o.

Jn Jn

Hemos encontrado el intervalo que estima la medidadpoblacién con un nivel de
confianza la

. - g [h,—nNn o
Nota.- Para poblaciones finitas, se suele tomaF\s/e ———, enlugar de—

n\n,-1 Jn

donde p es el tamafio de la poblacion, pero nosotros neatoos a considerar en
nuestro estudio.

Distribuciones asociadas a la normal
Chi-Cuadrado y?

Dadas n variables aleatorias N(0,1) e independiestiere si, la variable aleatoria, dada
por X%.2=X 2+X,2+ ... + X2, sigue una distribucién que se denomina chi-cutdcan

n grados de libertad y se representaypor

¢, Qué tiene de particular esta distribucion?. Lgpuesta es en condiciones de
normalidad de una poblacién X, y para una muestran dndividuos, resulta que el

. n-10)S?, . . o
estadistico pivote dado p&% sigue precisamente una distribucjén
o

con n-1 grados de libertad, y teniendo en cuenta djoha variable involucra a la
cuasivarianza muestral y a la varianza poblaci@salin perfecto estadistico pivote para
obtener un intervalo de confianza de la varianza mestral, desconociendo la media
en una distribucion normal. Para ello se procede como en el caso anterimnigm en
cuenta que la distribucion ahora a considerar nomamal sino que es una Chi-
cuadrado.

El intervalo que se obtiene es:

((n -1)S%, (n-1S%,
)(5/2 )(12—0//2
t de Student
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Dadas n variables aleatorias con distribucion N(®&lindependientes y dada otra
variable independiente de las anteriores con distidon N(0,1), la variable aleatoria

determinada por t sigue una distribucion llamada t de Student con n

grados de libertad. A nosotros nos interesa pugpstaen condiciones de normalidad se

. . X~ e
tiene que la variable dada pe{”—’u es una distribucion t de Student con n-1 grados

Sn -1
Jn

de libertad. Este pivote estadistico sirve parauwtamtervalo de confianza de la
media desconociendo la desviacion tipic®rocediendo como en los casos anteriores y
aplicando la distribucion t de Student, se tiene dicho intervalo viene determinado
por:

_ S, _ S,
(Xn _Tnltn—lalz ' xn +Tnltn—1,a/2j

Si el tamafio muestral n es tan grande que el dalda t no se encuentra en la tabla, se
suele aproximar por el correspondiente, al misnvelrde confianza, a la distribucion
normal.

Intervalo de confianza para una proporcion

Supongamos una poblacién donde los individuos ssdewu clasificar segiun una
determinada caracteristica.
Queremos calcular un intervalo de confianza parartgorcion de individuos que
poseen dicha caracteristica.
Elegimos una muestra aleatoria de tamafo n. SeavXriable aleatoria que determina
el nimero de individuos de la muestra que cumpiehadcaracteristica. Definimos

., X . . . .
como proporcion muestral,p =— . Es obvio que X es una binomial de parametros ny
n

p. Sabemos que para valores de n grandes y p péxan®,5, una binomial se puede
aproximar por una normal, de parametros ngﬁryp(l— p) , de donde podemos inferir

queﬂ es una N(0,1), dividiendo por n, el numerador| gemominador, se

Vnp-p)
p-p

Vnp-p)

siguiente intervalo

tiene es N(0,1), que seré nuestro pivote estadisticalodee se obtiene el

(ﬁ_zalz M ’ r)+za/2 MJ
V n V n

Obsérvese que este intervalo no se puede calculdestonocer el valor de la
proporcion poblacional p. Esto podemos resolvetlzanhdo su estimador, quedando el
intervalo de la forma:
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___ [pa-p [p@-p)
(p Za/z n ’ p+zal2 n j

Otra posibilidad para el calculo del intervalo, sitilizar el estimador anterior, es
utilizar el maximo de los valores posibles que puémmar el producto p(1-p), que
como se puede demostrar facilmente es menor quéd/demostracién de esto puede
ser la siguiente: Puesto que p(1-p) =pypla derivada de esta funcién respecto de p es
1-2p se anula en p=1/2, donde la funcidn presentanéximo, por tanto el valor
maximo se da para p=1/2, asi pues el valor maxienia éxpresion es 1/4.

guedando pues el intervalo de la siguiente manera:

p—-2 Ji p+z 1/i
p al2 4n ’ p al2 4n

Seleccion del tamanio muestral

Si queremos aumentar la precision de un intervalcothfianza, lo que hacemos es
reducir su longitud para lo cual debemos aumeihtanefio muestral.

En situaciones podemos controlar el tamafio muesiral sentido de que es posible
elegir un valor de n de forma que el error comesidestimar el parametro sea menor
gue un valor concreto y especificado llamado macdgearror.

Se trata en todo caso de acotar el radio del @li@ile confianza correspondiente y
obtener el valor de n.
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EJERCICIOS PROPUESTOS

1) Supongamos las alturas de 100 estudiantes sadmk&a Universidad de Santiago de
Compostela representan una muestra aleatoria ddeldss 1546 estudiantes de esa
Universidad y que siguen una distribucién normal.
Hallar los intervalos de confianza

a) al 95% de confianza

b) al 99% de confianza
para estimar la altura media de los estudiantesers@o que la media muestral es 67,45
pulgadas y la desviacion tipica poblacional es pi9g8adas.

2) Las medidas de los diametros siguen una disidhunormal de desviacion tipica
0,042. Tomamos una muestra aleatoria de 200 bolesddenientos producidos por una
maquina en una semana y dieron una media de 0842 c

Hallar los intervalos de confianza al 95% parai@tro medio de todas las bolas.

3) Hallar los intervalos de confianza a) 98% ©®Y® c) 99,73% ppara el diametro de
las bolas del problema anterior.

4) Una muestra al azar de 50 notas de matematicasatce un total de 200, revela una
media de 75 y una desviacion tipica de 10 paraltodablacion.
a) ¢Cual es el intervalo de confianza al 95% paraestienacion de la media de las
200 notas?
b) ¢Con qué grado de confianza podriamos decir pametha de las 200 notas
esta en el intervalo (74,76)

5) Al medir el tiempo de reaccion, un psicologareatque la desviacion tipica es 0,05
segundos ¢, De qué tamafio ha de tomarse una mdestredidas para tener una
confianza del (a) 95% y (b) 99% de que el errorlal@stimacion no supera 0,01
segundos.

6) Una muestra de 10 medidas del didmetro de daeatan una media de 4,38 cm y



